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摘　要: 多视图子空间聚类是一种从子空间中学习所有视图共享的统一表示, 挖掘数据潜在聚类结构的方法. 作为

一种处理高维数据的聚类方法, 子空间聚类是多视图聚类领域的研究热点之一. 多视图低秩稀疏子空间聚类是一种

结合了低秩表示和稀疏约束的子空间聚类方法. 该算法在构造亲和矩阵过程中, 利用低秩稀疏约束同时捕捉了数据

的全局结构和局部结构, 优化了子空间聚类的性能. 三支决策是一种基于粗糙集模型的决策思想, 常被应用于聚类

算法来反映聚类过程中对象与类簇之间的不确定性关系. 本文基于三支决策的思想, 设计了一种投票制度作为决策

依据, 将其与多视图稀疏子空间聚类组成一个统一框架, 从而形成一种新的算法. 在多个人工数据集和真实数据集

上的实验表明, 该算法可提高多视图聚类的准确性.
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Abstract: Multi-view subspace clustering is a method for learning a unified representation of all views from subspaces
and exploring the latent clustering structure of data. As a clustering approach for processing high-dimensional data,
subspace clustering has become a focal point in the field of multi-view clustering. Multi-view low-rank sparse subspace

clustering method combines low-rank representation and sparse constraints. During the construction of the affinity matrix,

this algorithm utilizes low-rank sparse constraints to capture both global and local structures of the data, thereby
optimizing the performance of subspace clustering. The three-way decision, rooted in the rough set model, is a decision-
making concept often applied in clustering algorithms to reflect the uncertainty relationship between objects and clusters

during the clustering process. In this study, inspired by the idea of the three-way decision, a voting system is designed as

the decision basis. The system is integrated with multi-view sparse subspace clustering to form a unified framework,
resulting in a novel algorithm. Experimental results on various artificial and real-world datasets demonstrate that this
algorithm can enhance the accuracy of multi-view clustering.
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观察样本的数据信息往往可以取自多个视图, 来
获得不同特征描述. 例如, 一件艺术作品的价值可以从

审美、思想和技巧等不同的角度进行分析, 而技巧又

包含多种不同的表现手法. 这些分析结果都可以被称

为多视图数据. 多视图数据通常具有一致性和互补性,
因而可以通过尝试在不同视图间寻找共享的类簇结构,
实现比单一视图聚类更加准确的聚类方式, 这样的聚

类被称为多视图聚类[1].
由于多视图数据来源的多样性, 多视图数据通常

表现为高维数据, 这意味着计算时需要面临成倍增加

的时间与空间复杂度. 同时, 由于客观噪声与采样误差,
多视图数据在聚类时的准确性会受到极大的影响. 子
空间聚类可以将高维数据映射到低维的子空间中, 该
聚类算法假设所有高维数据可以看作是低维子空间的

并集, 通过对子空间分配类簇, 可以解决高维数据的聚

类难题[2]. 由于高维数据点分布较为任意且稀疏, 传统

的基于质心分布假设的算法在子空间聚类的结果上往

往表现不佳[3]. 谱聚类[4,5]是一种解决子空间聚类问题

的有效方法, 它因在任意形状类簇上的良好聚类表现,
受到了广泛关注. 在谱聚类过程中, 如何构建合适的相

似度矩阵是主要的难题. 其中, 低秩稀疏子空间聚类[6]

被认为是一种有效可靠的解决方案. 该方案结合了低

秩子空间聚类[7,8]与稀疏子空间聚类[9]. 通过低秩约束

来捕获数据的全局结构, 在假设子空间相互独立且采

样数据充分的情况下, 保证了聚类的精度, 使得对象能

被同一子空间中的其他对象线性表示. 同时, 借助稀疏

表示, 对象能够被表示为其他对象的稀疏线性组合. 相
比“纯低秩表示”, 稀疏约束的假设相对宽松, 但该方法

受数据点维度的影响较大, 存在对子空间过分割的可

能性. 因此, 对于子空间聚类来说, 结合低秩表示与稀

疏约束来捕捉对象的全局结构与局部结构是必要的.
低秩稀疏子空间聚类被众多学者拓展研究, 应用在不

同的领域. 其中, 多视图数据处理领域是许多学者研究

的热点之一. Brbić等[3]将低秩稀疏子空间聚类推广到

多视图领域, 用基于成对与基于质心两种正则化方法

对多视图数据进行了处理, 并尝试通过解决核希尔伯

特空间中的相关优化问题, 将算法扩展到非线性子空

间中; Tian 等[10]将基于成对正则化的多视图低秩稀疏

子空间聚类应用于高光谱图像分类, 在非重叠的三维

块上实现了该算法在大尺度遥感图像上的应用, 进一

步证明了MLRSSC算法巨大的发展前景. 王丽娟等[11]

将视图多样性概念应用于多视图低秩稀疏子空间聚类

算法中. 通过挖掘多视图特征的多样性信息, 确保了不

同视图下子空间表示矩阵的多样性.
聚类的目的是对相似的对象进行划分归类. 在聚

类算法中, 若每个对象只属于单一类簇, 则被称为硬聚

类; 若每个对象可归属于多个类簇, 则被称为软聚类.
从决策角度讲, 硬聚类是一种非黑即白的二支决策聚

类; 软聚类虽然存在归属多个类簇的可能, 但这种聚类

的表达方式模糊了对象与类簇间的不确定性. 为了区

分出对象与类簇间“是”“否”“不确定”的关系, 需要引

入 Yao 提出的三支决策[12]的思想, 用核心域与边缘域

的组合结构来表示类簇, 将确定的对象存入核心域中,
将不确定的对象存入边缘域中. 这种聚类表示方式被

称为三支聚类, 由 Yu 等[13–15]首次提出. 三支决策的核

心思想是在没有把握作出决策的情况下, 延迟决策的

进行, 等至有足够把握再执行决策. 在聚类过程中, 该
决策可以在一定程度上避免高风险决策的发生, 以此

来达到提高聚类性能的目的. 自提出三支聚类后, 许多

学者进行了拓展研究. 于洪等[16]将三支决策应用于传

统的 K-means 算法, 提出了一种考虑 q 近邻的分离性

指数来作为决策的主要依据进行三支聚类. 夏月月等[17]

将网格聚类算法中划分网格的思想加入三支决策下的

K-means 聚类, 用网格密度来快速确定核心域与边缘

域, 有效解决 K-means 算法初始聚类中心随机选择导

致的聚类结果不准确问题; 徐天杰等[18]将人工蜂群与

三支 K-means 算法结合来解决聚类中心初始化的问

题, 通过人工蜂群算法寻求最优蜜源的位置, 将其作为

初始聚类中心, 并在此基础上重复迭代聚类算法. Yu
等[19]将三支决策与主动学习策略相结合, 引入多视图聚

类. 在基于熵概念测量对象的不确定性之后, 学习重要

信息的成对约束, 来提高高维多视图数据的聚类精度.
在通过谱聚类获得数据点隶属度的过程中 ,  K-

means聚类作为其中一环, 将被应用于对图拉普拉斯矩

阵的特征向量[3]进行聚类, 而 K-means 聚类是一种硬

聚类算法, 只考虑了对象属于类簇或者不属于类簇这

两种关系, 直接对所有样本进行了一次性划分. 因此,
多视图稀疏子空间聚类得到的是二支聚类的结果. 这
种聚类结果没有反映出类簇与对象的不确定性关系[19].
对此, 本文提出了一种基于投票的三支决策聚类, 将其

与谱聚类算法结合, 进一步反映聚类过程中对象和类

簇的不确定性关系. 通过优先对确定对象进行聚类, 并
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修正相关参数, 来逐步完善各类簇的主体结构与内部

信息. 投票制度保证了尽可能多的可靠数据点参与聚

类时的划分决策, 在减弱聚类随机性的同时, 降低了错

误决策带来的负面影响.
因此, 本文引入三支决策思想, 提出了一种基于三

支决策的多视图稀疏子空间聚类方法. 该方法对多视

图稀疏子空间聚类进行了拓展, 在一些数据集中, 表现

出了更优的聚类性能. 

1   相关理论基础

本节主要介绍了多视图低秩稀疏子空间聚类

(MLRSSC)与三支决策聚类 (TWDC). 低秩稀疏子空间

聚类的主要任务是借助数据在低维子空间中的稀疏表

示, 为一组给定的数据集构造出合适的亲和矩阵, 最后

通过谱聚类的方法得到基于子空间的聚类结果. 三支

决策聚类则是通过构造一种新的类簇内部结构, 对样

本对象重新进行了划分, 筛选出核心对象与边缘对象,
从而挖掘出样本对象潜在的不确定性. 在一定范围内,
借助三支决策可以更新相似度矩阵, 继而迭代谱聚类

过程, 以此获得更加准确聚类结果. 

1.1   低秩表示与稀疏约束

X = {xi ∈ RD}ni=1考虑一个样本数量为 n 的数据集 ,

目标是根据数据样本所属的子空间对其进行聚类划分.
这个过程的关键是求出反映数据点之间相似程度的矩

阵 W, 即相似度矩阵.

C ∈ RN×N
低秩表示[7,8]的思想是寻找数据集的最低秩表示,

试图从数据集中找到一个低秩表示矩阵 , 其
目标函数为:

min
C

rank(C), s.t. X = XC (1)

由于秩函数的离散性质, 上述公式的优化是 NP难

问题. 一个有效的方法是引入核范数代替秩函数, 将其

转化为凸优化问题. 考虑到细微噪声 (如高斯噪声) 的
影响, 一个相对合理的策略是加入一个松弛约束系数

来放宽等式约束, 将目标函数转化为:

min
C
∥C∥∗ + λ∥E∥ F , s.t. X = XC+E (2)

∥ · ∥∗ λ

∥ · ∥ F

其中,  为核函数, 用来近似矩阵 C 的秩,  为噪声的

平衡参数,  为 Frobenius范数.
稀疏子空间聚类[9]的思想是将数据表示为同一子

空间中其他数据的线性组合, 在子空间彼此独立的条

ℓ1件下, 通过引入了 范数来求得稀疏解, 其目标函数为:

min
C
∥C∥1, s.t. X = XC,diag(C) = 0 (3)

类似地, 在受到噪声污染的情况下, 重新考虑目标

函数为:

min
C
∥C∥1 + λ∥E∥ F , s.t. X = XC+E, diag(C) = 0 (4)

λ其中,  是平衡噪声与表示矩阵的参数, 一般基于两个

范数的性质进行选择, 也可以根据经验进行调整[7].
在受到噪声污染的情况下, 低秩稀疏子空间聚类

的目标函数如下:min
C
β1∥C∥∗+ β2∥C∥1+ λ∥E∥ F

s.t. X = XC+ E, diag(C) = 0
(5)

当通过低秩稀疏子空间聚类求解出矩阵 C 后, 可
以通过式 (6)求得相似度矩阵:

W = |C|+ |C|T (6)

利用谱聚类的方法, 对得到的相似度矩阵 W 进行

聚类, 可以得到数据集 X 内部对象的初步划分. 

1.2   三支决策聚类

{x1, x2, x3, · · · , xn}
{Z1,Z2,Z3, · · · ,ZK} xi

一般来说 ,  聚类即是对 n 个待划分的样本对象

,  依据其特征关系划分入 K 个类簇

的过程. 对于一个待划分对象 , 传统

的二支聚类决策会将其划入单一的聚类集合中, 但这

无法反映对象与类簇间的不确定性关系. 在一些实际

情况中, 由于信息不足, 算法难以对当前样本的归属做

出一个相对准确的判断. Yao 等[12]在决策粗糙集理论

中提出了三支决策的概念, 即将原本单一的聚类集合

Z 划分为互不相交的 3 个部分: 正域、负域、边界域.
近年来, 不少研究人员对三支决策理论展开了研究, 拓
宽了其应用领域. Yu等[13–15]重新定义了三支决策中聚

类的类簇表示, 在多视图聚类、集成聚类[20]、软增量

聚类[21,22]等领域实现了有效的落地应用.
三支决策的思想是用一组三元集合{CoreArea,

FriArea, TriArea}来表示类簇 Z i 的内部结构, 其中

CoreArea 为类簇的核心域, 其间的元素对象明确属于

该类簇. FriArea 为类簇的边缘域, 其间的对象暂时不

确定是否属于该类簇. TriArea 为类簇的琐碎域, 表达

式为 U – (CoreArea ∪ FriArea), 其间的对象不属于该

类簇. 同时, 3个域之间互不相交, 且它们的并集为样本

对象的全集. 我们分别用 Co(Zi) 与 Fr(Zi) 来分别指代
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某一具体类簇 Zi 的核心域与边缘域, 将类簇 Zi 简化为

一个二元集合{Co(Zi), Fr(Zi)}. 核心域与边缘域满足如

下性质: (1) 每个类簇的核心域内至少有一个对象, 不
能为空; (2) 任一对象无法存在于多个核心域内, 但可

以同时存在于多个边缘域; (3)所有对象都必须划入某

个类簇中; (4) 任一对象一旦进入某个类簇的核心域,
则无法存在于其他类簇的边缘域.

三支聚类的结果将表示为: {(Co(Z1), Fr(Z1)), …,
(Co(ZK), Fr(ZK))}.

当边缘域的结果全部划入核心域, 则聚类结果以

二支的方式呈现: {Co(Z1), …, Co(ZK)}. 

2   多视图低秩稀疏子空间的三支聚类 

2.1   多视图聚类模型

对一个有 n 个视角的多视图数据进行子空间聚类,
首先需要对不同视图的数据表示矩阵进行正则化. 而
在聚类时所选择的正则化方式往往对最终聚类结果有

重要影响. 本文将以基于质心的正则化方式进行多视

图子空间聚类, 在无噪声的情况时, 其目标函数如下:
min

C(1),··· ,C(nv)

nv∑
v=1

(β1 ∥ C(v)∥∗+β2 ∥ C(v)∥ 1+λ
(v) ∥ C(v)−C∗ ∥2F)

s.t. X(v) = X(v)C(v), diag(C(v)) = 0, v = 1,2, · · · ,nv
(7)

C(v) β1 β2

λ(v)

C∗

其中,  为第 v 个视角的数据表示矩阵,  与 分别

为平衡低秩矩阵与稀疏矩阵的平衡系数,  为视图间

的一致性权重参数,  是一致性变量, 表示不同视图间

的共生子空间. 

2.2   多视图聚类算法求解

C(v) C∗

基于质心正则化的目标函数中包括多个变量, 同
时求解难度很大. 因此, 需要通过交替最小化各视图的

表示矩阵 与一致性变量 来优化目标函数, 其主

要思想如下.
C∗

C(1),C(2), · · · ,C(v)

(1) 固定一致性变量 , 用 ADMM 交替方向乘子

法[23]求解各视图 .
C(1),C(2), · · · ,C(v) C∗(2)固定各视图 , 求解 .

式 (7)的求解是一个受线性约束的凸优化问题, 所
有子问题都能被精确求解[3], 文献[24]保证了 ADMM
算法的全局收敛性. 根据文献[3], 当迭代次数到达最大

值 T 或迭代的变量符合收敛条件时, 迭代停止. 迭代停

止时, 需要将 C*带入式 (6)得到相似度矩阵 W, 最后对

相似度矩阵 W 应用谱聚类的方法完成多视图部分的

聚类.
C∗ C(v)(1) 固定 , 求解 .

C(v)当固定除某一特定视图 以外的全部变量后, 目
标函数如下:min

C(v)
β1

∥∥∥C(v)
∥∥∥∗+β2

∥∥∥C(v)
∥∥∥

1+λ
(v)

∥∥∥C(v)−C∗
∥∥∥2

F

s.t. X(v) = X(v)C(v), diag(C(v)) = 0
(8)

A(v),C(v)
1 ,C

(v)
2 ,C

(v)
3 ,通过引入辅助变量 将式 (8)变为:

min
A(v),C(v)

1 ,C
(v)
2 ,C

(v)
3

β1

∥∥∥∥C(v)
1

∥∥∥∥∗+β2

∥∥∥∥C(v)
2

∥∥∥∥
1
+λ(v)

∥∥∥∥C(v)
3 −C∗

∥∥∥∥2

F

s.t. A(v) = C(v)
2 −diag(C(v)

2 ), X(v) = X(v)A(v)

A(v) = C(v)
1 ,A

(v) = C(v)
3

(9)

将式 (9)写为拉格朗日增广形式:

L(A(v), {C(v)
i }

3
i=1, {Λi}4i=1) = β1

∥∥∥∥C(v)
1

∥∥∥∥∗
+β2

∥∥∥∥C(v)
2

∥∥∥∥
1
+λ

∥∥∥∥C(v)
3 −C∗

∥∥∥∥2

F

+
µ1

2

∥∥∥X(v)−X(v)A(v)
∥∥∥2

F

+
µ2

2

∥∥∥∥A(v)−C(v)
2 +diag(C(v)

2 )
∥∥∥∥2

F

+
µ3

2

∥∥∥∥A(v)−C(v)
1

∥∥∥∥2

F
+
µ4

2

∥∥∥∥A(v)−C(v)
3

∥∥∥∥2

F

+ tr
[
(Λ(v)

1 )
T

(X(v)−X(v)A(v))
]

+ tr
[
(Λ(v)

2 )
T

(A(v)−C(v)
2 +diag(C(v)

2 ))
]

+ tr
[
(Λ(v)

3 )
T

(A(v)−C(v)
1 )

]
+ tr

[
(Λ(v)

4 )
T

(A(v)−C(v)
3 )

]
(10)

µi {Λi}4i=1其中,  是需要进一步调整的惩罚参数,  是拉格

朗日对偶变量.
为了解决式 (9) 的凸优化问题, 需要用 ADMM 算

法进行求解, 分别更新各个辅助变量.
A(v)将式 (10) 中关于 的偏导置为 0, 以得到其在

n+1轮迭代的更新公式:

A(v) =[µ1(X(v))TX(v)+µ2I+µ3I+µ4I]−1

× [µ1(X(v))TX(v)+µ2C(v)
2 +µ3C(v)

1 +µ4C(v)
3

+ (X(v))TΛ
(v)
1 −Λ

(v)
2 −Λ

(v)
3 −Λ

(v)
4 ] (11)

{C(v)
i }3i=1, {Λ

(v)
i }4i=1其中,  为第 n 轮的变量.

C(v)
1 (A(v)+µ3

−1Λ
(v)
3 )

ηs

在更新 时[25], 需要对 进行奇异

值分解, 用软阈值函数 对其奇异值进行修正:
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

A(v)+
Λ

(v)
3

µ3
= UΣVT rank

A(v)+
Λ

(v)
3

µ3

 = r

ηs

(
Σ,
β1

µ3

)
= diag

({
sgn(σi)

(
|σi| −

β1

µ3

)
+

})
Σ = diag({σi}1 ⩽ i ⩽ r)

(12)

A(v) Λ
(v)
3

U,Σ,VT (A(v)+µ3
−1Λ

(v)
3 )

t+ t+ =max(0, t)

C(v)
1

其中,  为第 n+1 轮的变量,  为第 n 轮的变量;

这 3 个矩阵取自矩阵 的奇异值

分解,  的具体表达式为 . 最终通过式 (13)
对 进行更新:

C(v)
1 = Uηs

(
Σ,
β1

µ3

)
VT (13)

在文献[3]中, 将该过程表述为式 (14):

C(v)
1 = π β1

µ3

A(v)+
Λ

(v)
3

µ3

 (14)

C(v)
2根据文献[26,27], 类似地,  的更新规则如下:

C(v)
2 = π β2

µ2

A(v)+
Λ

(v)
2

µ2


C(v)

2 = C(v)
2 −diag

(
C(v)

2

) (15)

C(v)
3

C(v)
3

通过将式 (9) 中关于 的偏导数设置为 0, 求得

的更新规则:

C(v)
3 = (2λ(v)+µ4)−1(2λ(v)C∗+µ4A(v) + Λ(v)

4 ) (16)

A(v) C∗ Λ
(v)
4其中,  为第 n + 1轮的变量,  与 为第 n 轮的变量.

{Λi
(v)}4i=1 µi对偶变量 与惩罚系数 采用以下的更新

规则: 

Λ
(v)
1 = Λ

(v)
1 +µ1(X(v)−X(v)A(v))

Λ
(v)
2 = Λ

(v)
2 +µ2(A(v)−C(v)

2 )

Λ
(v)
3 = Λ

(v)
3 +µ3(A(v)−C(v)

1 )

Λ
(v)
4 = Λ

(v)
4 +µ4(A(v)−C(v)

3 )

µi =min(ρµi,µmax), i = 1, · · · ,4

(17)

A(v) {Ci
(v)}3i=1 µmax

ρ

其中,  与 均为第 n+1 轮变量.  为惩罚

参数的最大值,  为惩罚参数的正系数, 本文参考文

献[3], 保持视图间的惩罚系数一致.
在噪声影响下, 式 (9)的目标函数修改为:

min
C(1),···, C(nv)

nv∑
v=1

(
1
2

∥∥∥X(v)−X(v)A(v)
∥∥∥2

F +β1 ∥ C(v)∥∗

+β2 ∥ C(v)∥ 1+λ
(v) ∥ C(v)−C∗ ∥2F

)
s.t. X(v) = X(v)C(v), diag(C(v)) = 0, v = 1,2, · · · ,nv

(18)

{Ci
(v)}3i=1 {Λi

(v)}4i=1

A(v)

在被噪声污染时,  与 的更新过程

不发生变化, 同式 (14)–式 (17); 但矩阵 的更新公式

与式 (11)有所不同, 其式如下:

A(v) =[(X(v))TX(v)+µ2I+µ3I+µ4I]−1

× [(X(v))TX(v)+µ2C(v)
2 +µ3C(v)

1 +µ4C(v)
3

+ (X(v))TΛ
(v)
1 −Λ

(v)
2 −Λ

(v)
3 −Λ

(v)
4 ] (19)

C(v) C∗(2)固定 , 求解 .
C∗

C∗
更新完每一个视图的自表示矩阵后, 将 相对于

目标函数 (10)的偏导置 0, 得到 的解为:

C∗ =

∑
nv
v=1λ

(v)C(v)∑
nv
v=1λ

(v)
(20)

算法 1. 基于质心的正则化多视图低秩稀疏子空间聚类

{X(v)}nv
v=1 β1 β2 {λ(v)}nv

v=1

µi µmax ρ

输入: 各视图矩阵 , 平衡系数 ,  , 权重参数 , 惩罚

系数 ,  , 
输出: 各视图间的一致性相似矩阵 W

步骤:
1. 初始化各系数:

{C(v)
i }

3
i=1=0, C∗=A(v)=0, {Λi}4i=1=0, ε=10−3, T=100, i=1,··· ,nv  

2. 未收敛时或未超过迭代次数上限 T 时循环执行:
v: v=1,··· ,nv3. 　　遍历各视图

A(v)4. 　　　　固定其他变量, 根据式 (11)更新

C(v)
15. 　　　　固定其他变量, 根据式 (14)更新

C(v)
26. 　　　　固定其他变量, 根据式 (15)更新

C(v)
37. 　　　　固定其他变量, 根据式 (16)更新

{Λi
(v)}4i=18. 　　　　固定其他变量, 根据式 (17)更新对偶变量

9. 　　结束遍历

µi=min(ρµi,µmax)10. 　  根据式 (17)更新惩罚系数

C∗11. 　  固定各视图变量, 根据式 (20)更新

12. 　  判断收敛条件: ∥∥∥∥A(v)−C(v)
1

∥∥∥∥∞⩽ε ∥∥∥∥A(v)−C(v)
2

∥∥∥∥∞⩽ε ∥∥∥∥A(v)−C(v)
3

∥∥∥∥∞⩽ε ∥∥∥∥A(v)
k −A(v)

k−1

∥∥∥∥∞⩽ε 
13. 结束循环

C∗14. 将 带入式 (6)计算一致性相似矩阵 W
 

3   基于投票的三支聚类

通过谱聚类对得到的相似度矩阵 W 进行分割求

解, 可以初步得到多视图聚类的解. 但获得的初步解是

一种二支聚类解, 没有考虑到类簇与对象间的不确定

性, 聚类结果存在一定的误差. 因此, 本文引入三支决

策, 设计了一种基于投票的三支聚类, 将其应用于多视

图聚类求解的谱聚类环节, 对得到的二支聚类的解作
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进一步的修正.
三支决策聚类的主要思想为: 对于确定的解将其

纳入核心域, 对于不确定的解将其纳入边缘域. 通过优

先构造出由确定性较高的对象组成的核心域, 可以尽

可能多地增加掌握的聚类信息, 提升对不确定样本成

功聚类的可能性. 聚类基于 k 近邻与投票制度, 一定程

度上降低了聚类过程中噪声的干扰. 同时, 考虑到错误

划分样本带来的连锁效应, 我们设定了基于原始样本

数量动态变化的迭代上限 Q, 通过控制其大小来取得

相对较优的聚类解.
本文基于一些评价性指标将三支聚类结果与原来

直接通过谱聚类得到的结果进行比对 ,  来验证其有

效性. 

3.1   算法框架图

图 1 为三支聚类算法的主要框架流程图. 框架以

循环迭代的形式呈现, 其主要包括 3个模块: 初始化域

模块, 扩展域模块以及边缘域对象重划分模块. 其中,
初始化域模块只在第 1 次迭代时启动, 该模块的目的

是将可信度较高的聚类结果作为各类簇的基本依据;
扩展域模块则会根据当前候选区情况选择性启动, 其
主要思想是通过不断完善各类簇核心域内的主体信息,
重新考虑之前的未划分对象, 决定是否将其归入类簇;
而重划分模块在每轮迭代时都会启动. 这是考虑到聚

类过程中各类簇的特征信息是实时变化的, 一些早先

被划入边缘域的样本可能会因这些信息变动, 获得进

入核心域的资格; 同时, 某些边缘域样本的重划分, 可
能导致一些无法得到划分的对象重新获得划入某一类

簇的资格. 重划分的目的就是在于尽可能谨慎地、及

时地更新这些可能存在的变动.
三支决策聚类迭代结束条件为循环次数大于设定

值 Q 或者无可划分目标对象, Q 值需要视具体数据样

本对象的复杂度设定.
 
 

相似度矩阵

多视图融合

谱聚类过程 迭代次数=1 ? 初始核心域、边缘域
Y

有无待分类对象

边缘域有无对象

Y

扩展核心域、边缘域

聚类结束

Y

Y

寻找合适边缘域样本重划分

更新相似度矩阵

N

N

N

N

迭代次数迭代次数>Q ?

 
图 1    算法框架图

 
 

3.2   算法思想

为了得到一个三支聚类的结果, 需要经历初始、

扩展、重划分 3 个主要阶段. 本文的三支决策思想基

于文献[19]与文献[28]做出改进, 在初始化部分, 核心

域基于原有的二支聚类结果进行重塑; 在扩展与重划

分部分, 引入基于 k 近邻标准的投票制度, 在尽可能保

证对聚类性能不产生负提升的情况下, 一定程度上对

其结果进行部分修正, 提高聚类效率.
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算法 2. 基于投票的三支决策算法

输入: 相似度矩阵 W, 类簇数量 K
输出: 三支表示最终的聚类结果{(Co(Z1), Fr(Z1)), …, (Co(Zi), Fr(Zi)),
…, (Co(ZK), Fr(ZK))}

步骤: {
Z∗1 ,Z

∗
2 ,··· ,Z

∗
K

}
1. 相似度矩阵 W 执行谱聚类过程, 得到初始二支解

2. 判断是否为第 1 次迭代. 若是, 则在原二支聚类解中, 选取距离聚

类中心最近的样本点与其周围样本点初始化核心域{Co(Z1), …,
Co(ZK)}; 否则进入步骤 3.

x j∈∪K
k=1Co(Zk)

3. 判断当前待分类区是否划分完毕. 若未划分完毕, 则遍历每一个候

选区的待分类样本, 使其参与投票. 对于某个待分类样本 x, 所有类

簇的核心域样本 需依据式 (22) 进行投票. 若多个类簇

的核心域样本参与竞争, 依据式 (23) 执行最终决策; 否则进入步

骤 4.

xe xs

4. 判断当前边缘域有无划分完毕. 若未划分完毕, 则通过式 (24)–式 (27),
在边缘域中选出重划分候选对象 与 ; 否则结束算法.
5. 依据式 (29) 执行投票决策, 得出最终划分对象, 将其划入指定类

簇的核心域, 同时删除存在于其他类簇边缘域的该对象.
6. 式 (31)更新相似度矩阵, 判断迭代次数是否超过设定最大值 Q, 若
超过则结束算法; 否则跳转至步骤 1.
 

3.2.1    初始化核心域

{
Z∗1 ,Z

∗
2 , · · · ,Z∗K

}
得到相似度矩阵后, 利用谱聚类可以得到一个原

始的二支解 .  三支聚类将原有的 n 个类簇的二支解

作为参考, 根据各个类簇的原始解确定

核心域的初始空间{Co(Z1), …, Co(ZK)}, 并且根据原始

解的数量{m1, m2, …, mK}对初始核心域进行动态调整,
其数量通过系数 ω 决定, 设为 mk 与 ω 的比值, 在一定

程度上减少初始化的随机性.
初始化的核心域对象的选择依据为: 谱聚类过程

中, 所有目标对象关于各自 K-means 聚类中心的距离.
其主要分为两个部分: 中心对象群与近中心对象群. 中
心对象群由若干距离聚类中心最近的样本点组成, 其
任务主要负责吸引核心样本点. 近中心对象群则由若

干围绕聚类中心对象的样本点组成, 其主要负责吸引

介于核心与边界域之间特征较为模糊的样本点. 

3.2.2    扩展核心域与边缘域

本节将介绍扩展核心域与边缘域部分. 定义核心

近邻 IC(x, cn), 边缘近邻 IF(x, fn) 分别为样本 x 在范

围 cn 与 fn 个近邻的集合, voteCo 为 1×K 的矩阵, 用于

储存各个类簇内对象的投票结果. 其中 cn<fn, 两个变

量基于类簇个数 K 与样本总数 M 动态分配, 我们通过

两个参数 θ1 与 θ2 来控制他们, 其定义主要如下:

cn =
⌊⌊ M

K

⌋
× 1
θ1

⌋
, f n =

⌊⌊ M
K

⌋
× 1
θ2

⌋
(21)

x j ∈Co(Zk)对于待划分样本 x 与已划分样本 , 有如

下投票决策:

(1) if (x ∈ IC(x j, f n) && x < IC(x j,cn),
then voteCo(1,k) = voteCo(1,k)
(2) if (x ∈ IC(x j,cn) && x j < IC(x,cn)),
then voteCo(1,k) = voteCo(1,k)
(3) if (x ∈ IC(x j,cn) && x j ∈ IC(x,cn)),
then voteCo(1,k) = voteCo(1,k)+1

(22)

其中, 若符合条件 (1) 或条件 (2), 则将进入边缘域, 符
合条件 (3)将进入核心域, 均不符合者将在该阶段不作

划分, 等待至下一轮再作划分.
该阶段将遍历所有类簇的核心域样本, 对当前待

划分对象 x 进行投票决策. 对于某一类簇, 若其核心域

内的任意对象投出正票, 则视为该类簇参与对当前待

划分对象的竞争, 划分对象便有机会进入该类簇的核

心域. 当多个类簇同时对某一待划分对象竞争时, 将依

据类簇 Zk 与待划分对象的投票分数函数 Sc(Zk) 来确

定样本对象的划分:
Sc(Zk) =

1
|Co(Zk)|

∑
x j∈Co(Zk)

W· j−min(W· j)
max(W· j)−min(W· j)

x j ∈
kn∪

k=k1

Co(Zk)

(23)

其中, W·j 为待划分对象 xi 与核心域样本 xj 的相似度,
|Co(Zk)|为类簇 Zk 核心域样本数量, {k1, …, kn}为参与

竞争的多个类簇的编号. 待分类对象将被划入投票分

数最高的类簇. 

3.2.3    边缘域对象的重新划分

在本节我们将讨论如何对位于边缘域的对象进行

重新划分. 挑选合适的边缘域样本是该部分的关键. 其
中, 考虑边缘域中最有可能隶属于核心域的对象, 即相

似度最大的对象, 是一种常见的选择方案. 但基于最大

相似度的采样策略存在局限性, 随着边缘域样本的逐

渐减少, 最大相似度的有效性会逐渐下降. 基于不确定

性的采样是一种适用性广泛的采样策略, 通过优先划

分不确定性最大的样本来减少整体模型的熵, 从而得

到相对优的解. 本文提出一种基于相似度判别与不确

定性判别交替采样的方法, 同时继续通过投票来确定

每轮迭代中的采样模式.

xt ∈
∑K

k=1
Fr(Zk)考虑边缘域样本 属于类簇的隶属

概率为:
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p(xt ∈Co(Zk)) =

1
|Co(Zk)|

∑
x j∈Co(Zk)

W· j∑K

n=1

1
|Co(Zn)|

∑
x j∈Co(Zk)

W· j
(24)

通过排序求解式 (25)得到隶属某一类簇概率最大

的边缘域样本 xs.

xs = argmax p(x ∈Co(Zk))
x∈∪K

i=1Fr(Zi)
, k ∈ [1,K] (25)

得到每个边缘域样本的隶属概率后, 通过不确定

性熵计算公式计算出其不确定度:

H(x) = − 1
K

K∑
k=1

(p(x ∈Co(Zk))log2 p(x ∈Co(Zk))) (26)

通过排序求解式 (27)得到隶属某一类簇概率最大

的边缘域样本 xe.

xe = argmax H(x)
x∈∪K

i=1Fr(Zi)
(27)

至此, 当前拥有了两个候选对象 Xe 与 Xs. 同时, 根
据式 (24) 结果, 按照隶属类簇概率 p 的降序排列, 记
录 Xe 与 Xs 隶属类簇的序列 E 与序列 S:

E = {Ze1 ,Ze2 , · · · ,Zen }, S = {Zs1 ,Zs2 , · · · ,Zsn } (28)

按照序列的顺序, 通过对每个核心域的对象进行

问询投票, 来确定候选对象的选择. 引入一个 1×2大小

的投票统计矩阵 reVote, 其中 reVote{1, 1}部分为正票

统计数, reVote{1, 2}部分为负票统计数, 对于候选对

象 x, 定义核心近邻 RC(xj , rn) 为核心域 Ak 样本 xj 在

范围 rn 个近邻的集合, 投票问询的规则为: if (x ∈ RC(x j,rn)) , then reVote{k,1} = reVote{k,1}+1
if (x < RC(x j,rn)) , then reVote{k,2} = reVote{k,2}+1

(29)

x j ∈ ∪K
k=1Co(Zk)其中,  . 对于某个类簇 Zk, 候选对象 x 正

票数量大于负票数量时, 即可与另一个候选对象进行

票数比较, 否则将按照序列继续对下一个类簇进行投

票问询. 当 xe 与 xs 获得各自的投票结果后, 基于二者

的正票数量, 取票数较多者作为该次重划分的最终对象.
当 xe 与 xs 都被所有类簇否定时, 即:

reVote{k,1} < reVote{k,2},1 ⩽ k ⩽ K (30)

当该情况出现时, 意味着当前边缘域内最大相似

度指标的有效性已经完全丧失, 不再值得信任. 为了尽

可能减少错误决策带来的影响, 将选择不确定性最大

Ze1的候选样本 Xe, 划入其隶属度最高的类簇 中.
基于文献[19], 当边缘域的样本划入核心域后, 需

要重新更新相似度矩阵. 将同类簇内的两个样本间的

关系定义 ML, 非同类簇内的两个样本间的关系定义

为 CL, 给出更新规则: if (xi, x j) ∈ ML, then wi j = w ji = 1
if (xi, x j) ∈CL, then wi j = w ji = 0

(31)
 

4   实验 

4.1   数据集与对比算法

为了验证本算法的性能, 我们采用 5 个真实数据

集来验证, 分别是 Prokaryotic, 3-sources, Reuters, UCI
Digits与 Citeseer. 表 1展示了这些数据的详细信息. 其
中, 3-sources 与 Reuters 具备特征数量多, 样本数量少

且数据稀疏的特点; 相反, UCI Digits与 Prokaryotic的
样本数量较多但特征向量维度低; Citeseer数据集拥有

着数量相对近似的特征与样本数量. 通过对不同类型

与特点的数据集进行实验测试, 可以更全面评估各算

法的表现性能.
  

表 1    测试数据集
 

Data sets Number of samples Number of classes Number of views
Prokaryotic 551 4 3
3-sources 169 6 3
Reuters 600 6 5

UCI Digits 2 000 10 3
Citeseer 3 312 2 6

Prokaryotic 数据集: 包含 551 种原核生物的数据

集, 由数据文本与基因组[29]构成. 最大聚类样本数为

313个, 最小聚类样本数为 35个.
3-sources数据集: 同时被 BCC, Reuters和 Guardian

这 3 家报社刊登的新闻组成的数据集. 一共 169 个样

本, 分属商业、政治、运动、健康、娱乐、科技 6 类

领域.
Reuters 数据集: 由 5 种不同语言组成的文档功能

数据集. 共分为 6 个类, 本文参照文献[3]选取标准, 选
取了共 600个数据样本.

UCI Digits数据集: 取自荷兰公共服务地上 0–9手
写数字组成的数据集. 从 10个类别中选取了 200个样

本, 由 3 个视图组成. 分别为 76 个字符形状的傅里叶

系数、216个轮廓相关的特征和 Karhunen-Love系数.
Citeseer 数据集: 各类科学文章组成的数据集. 由

两个视图组成, 分别是文本信息与文章引用关系.
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基于上述数据集分别与如下对比算法进行比较.
(1) 基于协同正则化的多视图谱聚类 (co-regularized

multi-view spectral clustering, Co-Reg)[30], 该算法通过

两种正则化方法得到视角.
(2) 基于鲁棒的多视图谱聚类 (robust multi-view

spectral clustering, RMSC)[31], 该算法通过构建低秩转

移概率矩阵作为马尔科夫链的关键输入, 降低了各个

视图数据中噪点对聚类性能的影响.
(3) 凸稀疏多视图谱聚类 (convex sparse multi-view

spectral clustering, CSMSC)[32]. 该算法利用稀疏性对谱

聚类进行了优化.
(4) 基于低秩稀疏约束的自权重多视角子空间聚

类 (self-weighted multi-view subspace clustering with
low-rank sparse constraint, SWMSC)[2], 一种新的基于低

秩约束的自权重多视角聚类算法.
(5) 多视图稀疏子空间聚类 (centroid multi-view

low-rank sparse subspace clustering, MLSSC)[3], 该算法

通过低秩与稀疏约束, 构建共享各个视图的一致性矩

阵来学习联合子空间表示的子空间聚类.
其中, 为了保证与本文正则化方案的一致性, 算法 1

与算法 4 均基于质心进行正则化. 通过对比原始算法,
传统算法与近几年最新的算法, 可以更加直观地体现

出本文算法的性能表现. 

4.2   评价指标

文本采用两个常见的指标来评价算法的性能, 分别

是精确度 (accuracy, ACC)与归一化互信息 (normalized
mutual information, NMI).

δ(x,y)

ACC 表示聚类的准确度. N 表示样本数, Pi 是第

i 个样本聚类产生的标签, 其真实标签是 yi. 当且仅当

x=y 时,  等于 1, 否则等于 0.

ACC =
1
N

N∑
i

δ(yi,map(Pi)) (32)

NMI 表示两个聚类成果的相近程度.

NMI(Y,C) =
2× I(Y;C)

H(Y)+H(C)
(33)

其中, Y 表示数据真实的类别, C 表示聚类结果, H(·)表
示交叉熵. 

4.3   参数设置

多视图低秩稀疏子空间聚类中, 低秩参数 β1, 稀疏

参数 β2, 视图间一致性参数 λ 与惩罚系数 μ 对于不同

的数据集, 需要做出相应调整. 其中, 其针对 UCI Digits,
3-sources, Reuters 这 3 个数据集的参数调整在文献[5]
中给出, 分别设定为: {0.9, 0.1, 0.7, 10}, {0.1, 0.9, 0.7,
102}, {0.5, 0.5, 0.3, 104}.

在三支决策中, 初始核心域系数 ω, 核心近邻系数

θ1, 边界近邻系数 θ2 以及最大迭代次数 Q 依据数据集

Prokaryotic, 3-sources, Reuters 设定为: {15, 0.8, 1.6,
15}, {30, 2.2, 2.6, 20}, {8.8, 2, 10, 100}.

初始核心域系数 ω 影响着初始聚类空间与原低秩

稀疏聚类算法结果的相似度. 最大迭代次数 Q 在一定

程度上影响着核心域样本与边缘域样本在算法结束时

的数量. 核心近邻系数 θ1 控制进入核心域的严苛程度,
当其较大时, 会提高算法的运行时间. 边缘近邻系数

θ2 影响着算法过程中边缘域的数量, 在一定程度上影

响着算法结果的波动程度. 

4.4   实验结果与分析

对每一组数据的测试, 本文的算法 (TW-MLSSC)
与多视图稀疏子空间聚类算法都将参数调整至表现性

能最好, 运行 10 次获得评价指标, 并计算各个评价指

标的平均值以及方差.

从表 2 与表 3 可以看出, 在 3-sources 与 Reuters

这类特征向量多且样本数据较为稀疏的数据集上, 本文

算法的性能相较于原算法有所提升. 但在 UCI Digits

与 Prokaryotic这些特征数量相对样本数量较少的数据

集上, 性能表现反而有所下降; 相较于 RSCM与 CSMSC

算法, 本算法总体表现出了更好的性能. 与目前较新的

多视图聚类算法相比, 在部分数据集上有着更优异的

表现.

从整体结果进行分析, 本文设计的基于投票的三

支决策聚类在特征向量、样本数量稀疏的实验测试数

据集上, 对原算法会有较大的正向提升; 但当特征向量

数量相对样本数量较少时, 提升效果并不理想. 这一结

果也符合实际情况: 三支决策聚类的思想是在缺乏足

够信息的情况下, 延迟决策的进行, 来避免高风险决策

的发生. 若延迟决策后依旧无法有足够的信息支撑, 算

法的实际效果便会大打折扣, 在实验中的具体表现为

实验数据集样本特征数量相对样本数量较少的情况.

反之, 在样本特征向量较多时, 延迟决策所带来的收益

便会相对明显, 这是因为有了足够且有效的信息为聚

类提供决策支持.
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表 2    对比算法在不同数据集上的 ACC
 

数据集 Prokaryotic 3-sources Reuters UCI Digits Citeseer
Co-Reg 0.459 (0.010) 0.505 (0.032) 0.362 (0.017) 0.754 (0.067) 0.461 (0.107)
RMSC 0.447 (0.027) 0.477 (0.033) 0.361 (0.019) 0.742 (0.070) 0.451 (0.013)
CSMSC 0.462 (0.026) 0.482 (0.026) 0.365 (0.005) 0.775 (0.045) 0.477 (0.014)
SWMSC 0.593 (0.019) 0.702 (0.027) 0.453 (0.003) 0.831 (0.046) 0.614 (0.008)
MLSSC 0.605 (0.026) 0.654 (0.042) 0.432 (0.010) 0.835 (0.047) 0.593 (0.021)

TW-MLSSC 0.586 (0.024) 0.687 (0.048) 0.457 (0.019) 0.802 (0.058) 0.623 (0.011)
 
 
 

表 3    对比算法在不同数据集上的 NMI
 

数据集 Prokaryotic 3-sources Reuters UCI Digits Citeseer
Co-Reg 0.296 (0.018) 0.514 (0.026) 0.291 (0.014) 0.783 (0.033) 0.170 (0.004)
RMSC 0.315 (0.041) 0.517 (0.024) 0.297 (0.018) 0.778 (0.040) 0.151 (0.001)
CSMSC 0.269 (0.022) 0.518 (0.026) 0.295 (0.020) 0.819 (0.019) 0.213 (0.002)
SWMSC 0.253 (0.013) 0.574 (0.027) 0.273 (0.012) 0.812 (0.024) 0.254 (0.017)
MLSSC 0.297 (0.015) 0.579 (0.066) 0.376 (0.017) 0.854 (0.023) 0.226 (0.021)

TW-MLSSC 0.246 (0.012) 0.651 (0.030) 0.378 (0.014) 0.791 (0.018) 0.273 (0.011)
 

图 2 和图 3 给出了不同边缘近邻参数 θ2 参数设

定下 3-sources中核心近邻参数 θ1 对 3-sources算法性

能的影响, Y 轴为本文算法与二支决策的多视图稀疏

子空间算法在评价指标上的差值. 可以看出, 本文算法

性能对参数 θ1 与 θ2 的设置较为敏感. 算法不同参数的

设置下, 在某些局部区间均出现较好算法表现. 同时,
也在某些区间表现出截然不同的算法性能, 说明了不

恰当的参数设置会对算法的性能带来负提升.
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图 2    3-sources核心近邻参数 θ1 对算法性能的影响

{ω=30, Q=20, θ2=2.2}  

5   结论与展望

为处理高维多视图数据, 本文采用一种低秩表示

的稀疏子空间聚类算法. 稀疏子空间聚类保证了在其

子空间内每个聚类视角用尽可能少的数据点来线性表

示, 低秩表示用来减少数据冗余, 降低噪声的干扰问题.
此外, 本文采用三支决策思想, 设计了一种基于投票的

三支决策方法, 将其应用于多视图低秩稀疏子空间聚

类. 从实验结果来看, 本文提出的算法在一些特定数据

集上有效提高了聚类的性能, 证明了“延迟决策”这一

三支决策的主要思想应用在聚类领域的可行性与积极

作用.
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图 3    3-sources核心近邻参数 θ1 对算法性能的影响

{ω=30, Q=20, θ2 =2} 

该算法也存在着缺陷, 例如在特征向量较少的数

据集中表现较差, 甚至造成了性能的负提升; 参数选取

的区间不稳定等. 在未来的工作中, 我们将侧重于提高

算法的效率, 同时借鉴其他多视图聚类算法的思想, 对
现有的算法模型进行优化. 此外, 尝试探究近邻系数对

于三支决策聚类更深层次的影响与其背后的运行

机制.
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