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基于高斯分布监督学习样本的Fisher 核构造方法① 
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摘 要: 结合实际应用背景, 针对各类样本服从高斯分布的监督学习情形, 提出了构造 Fisher 核的新方法. 由于

利用了样本中的类别信息, 该方法用极大似然估计代替 EM 算法估计 GMM 参数, 有效降低了 Fisher 核构造的时

间复杂度. 结合核 Fisher 分类法, 上述方法在标准人脸库上的仿真实验结果显示, 用所提方法所构造的 Fisher 核
不仅时间复杂度低, 且识别率也优于传统的高斯核与多项式核. 本文的研究有利于将 Fisher 核的应用从语音识

别领域拓展到图像识别等领域.  
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Abstract: Based on the actual application background and the supervised learning situation in which samples of each 
class comply with Gaussian distribution, we propose a new method for Fisher kernel construction. With the help of 
classification information in the sample, this method use maximum likelihood estimation rather than EM algorithm to 
estimate the GMM parameters, which can effectively reduce the time complexity for Fisher kernel construction. A 
simulation experiment on standard face database shows that the above-mentioned method combined with Fisher kernel 
classification can not only reduce the time complexity of fisher kernel construction, but also exceed the traditional 
Gaussian kernel and polynomial kernel in terms of recognition rate. The study of this method will benefit the application 
of Fisher kernel from speech recognition to image recognition. 
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引言 
  图像识别领域已经发展了很多算法, 应用最普遍

的还是基于统计特性的模式识别方法. 其中核 Fisher
判 别 (Kernel Fisher Discrimination Analysis, 简 称

KFDA)以其对非线性问题的较优处理及良好的分类性

能而广泛应用于图像识别中, 而核函数是最关键的因

素之一 [1].   
KFDA 方法的关键在于核函数, 核函数的选择不

仅包括核函数类型的选择, 而且确定核函数类型后还 
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要根据某些规则选择相关的核参数.  
  核函数的研究主要包括核的构造及其参数选择, 
而核参数的选择往往更具复杂性, 很多学者在SVM中

对其进行了大量研究, 但在效果方面不是很理想, 仍
存在一定的缺陷或限制[1].  

尽管核函数具有高度复杂性, 但科研工作者仍在

相关理论方面有了一定的突破: 比如核函数的数学特

性方面, 有 Mercer 定理、内积核理论、再生核理论等; 
核函数的构造方面, 吴涛等人[2]从核函数的组成本质 
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出发, 提出了利用散乱数据插值的方法确定特征空间

中感兴趣点的内积值代替传统核函数的一般表达式, 
从一定程度上解决了核函数的难题, 但另一方面这种

方法在实际应用中的计算量很大, 对实时性要求高的

问题可能并不适用. 核参数的选择方面, 文献[3]提出

了一种基于距离测度的 Gram 矩阵方法, 文献[4]提出

了一种基于 RM 界的梯度下降算法, 这两种都在一定

程度上减少了计算量, 但训练时间消耗仍然不太理想, 
且具有相当的复杂性.  
  在基于核方法的机器学习中, 核的构造和选择对

于学习性能的影响是很大的. 为了利用训练样本信息

以提高核函数的性能, 学者们提出了一些基于训练样

本的核函数 , Fisher 核就是其中之一 . Jaakkola 和

Haussler 在 1998 年第一次提出 Fisher 核[5], 是针对

序列数据的分类提出的, 最早应用在DNA序列的分类

中. 该核函数用来描述两个离散序列相似程度, 其中

离散序列是基于一定的概率模型, 通过概率模型参数

可将不定长语音特征序列映射到固定长度的样本. 之
后, 这种方法又被用于语音识别[6], 同样取得不错的

效果, 但它在图像识别领域中应用很少.  
  为了从根本上解决核参数选择的复杂性问题, 本
文引入 Fisher 核. 本文从另外两个角度观察 Fisher 核
的特点并由此引出研究兴趣. 其一是, Fisher 核的构造

完全取决于训练样本, 这种充分利用了训练样本信息

的核函数是否能反映样本之间的相似度, 同时省略了

参数选择的问题. 其二是, 在监督学习应用背景下, 
如果每类样本分布均服从高斯分布(这一假设在很多

应用中均成立), 则相应的 GMM 的建模是否可利用类

别信息, 而不需要使用 EM 算法. 本文对此作了研究, 
发现了当每类训练样本均服从高斯分布时 , 构造

Fisher 核时所用到的 GMM 中的每个成份实际对应一

类样本的高斯分布, 因此在估计 GMM 参数时, 可舍

弃需要多次迭代的 EM 算法而用极大似然法估计方法

替代之, 于是提出了基于高斯分布监督学习样本的

Fisher 核构造新方法, 有效简化了 GMM 的建模过程.  
  将按本文方法构造的 Fisher 核引入到核 Fisher 分
类法进行图像识别实验, 结果显示使用本文方法构造

的 Fisher 核的识别率为 0.8750, 高于多项式核的

0.6875 和高斯核的 0.5625. 利用本文的方法可以将

Fisher 核的应用范围从语音识别等领域扩展到图像识

别等领域.  

1 Fisher核构造的一般方法 
1.1 一般概率密度函数的 Fisher 核[5][7–11]  
  Fisher 核是基于生长模型定义的核函数.  

设样本集的概率模型为 ( | )p x θ , 其中θ 表示该模

型的参数向量. 记 Fisher 分值为 
( , ) ln ( | )g x p xθθ θ= ∇ ,              (1) 

则 Fisher 核的定义为 
1( , ) ( , ) ( , )Tk x x g x F g xθ θ−′ = ,           (2) 

其中 F 是 Fisher 信息矩阵 
( , ) ( , )T

xF E g x g xθ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .             (3) 

在实际中, 可以用样本均值来简单的替代 Fisher
信息定义的期望值:  

1

1 ( , ) ( , )
N

T
n n

n
F g x g x

N
θ θ

=
≈ ∑             (4) 

即 Fisher 核可简化为 
( , ) ( , ) ( , )Tk x x g x g xθ θ′ = .             (5) 

1.2 密度函数为混合高斯分布时的 Fisher 核[6] 
在语音识别等应用中, 式(1)中的 ( | )p x θ 为高斯混

合模型. 当 ( | )p x θ 为如下高斯混合模型时, 
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其中:  
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其中:  
1ln ( | ) ( | )

kp
k

p x P k x
p

θ∇ = ,              (9) 

1ln ( | ) ( | ) ( )
k k kp x P k x x uμ θ −∇ = Σ − ,       (10) 

11ln ( ) ( | )( )
2k

T
k k kp x P k x S S−

Σ∇ = −Σ + ⋅      (11) 

1

( | ) k k
K

k k
k

p bP k x
p b

=

=
∑

,               (12) 

( ) 1T
k k kS = x μ −− Σ               (13) 

但为求得 ( , )g xθ , 先要用EM算法估计此GMM的

参数 kp 、 ku 和 kΣ .   
  EM 算法(Expectation Maximization Algorithm)即
为期望最大化算法, 是一个在已知部分相关变量的情

况下, 估计未知变量的迭代技术. EM的算法流程如下: 
(1)初始化分布参数(2)重复直到收敛: E 步骤: 估计未
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知参数的期望值, 给出当前的参数估计. M 步骤: 重新

估计分布参数, 以使得数据的似然性最大, 给出未知

变量的期望估计.  
  EM 算法有它的缺陷: “坏”的参数初始值设置可以

导致 EM 算法陷进一些局部最优点; EM 算法的收敛速

度比较慢; 需要相当的迭代次数. 这样一来会消耗较

多的时间去完成样本的训练. 只有在不存在直接解决

的算法的情况下, 才应该考虑使用 EM 算法, 它并不

是解决限制条件下优化问题的高效方法. 因此, 考虑

用新的方法来替代 EM 算法.  
 
2 基于高斯分布监督学习样本的Fisher核构

造方法 
在很多监督学习的实际应用中, 各类别的样本服

从高斯分布. 由于样本中含有类别信息, 则包含各类

别样本信息的高斯混合模型中, 每一个高斯成分实际

上对应于某一类的样本分布, 这样就可以利用极大似

然估计方法估计出每个高斯成分的参数 kp 、 ku 和 kΣ , 
使得高斯混合模型的建模大为简化.  

以下以类别数为 2 为例, 给出基于高斯分布监督

学习样本的 Fisher 核的具体构造方法如下:  
输入 : 图像样本的类别数 C , 每类样本数

( ), 1,...iN i C= . (此处取 2C = ), 图像样本总数 N ;  
输出: Fisher 核 ( ),K x x′ 的表达式;  
步骤:  
①用极大似然估计计算各高斯成份的参数包括权

系数、均值、协方差矩阵, 经推导得:  
i
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②计算对应的概率密度函数对数的偏导数:  
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其中,  

( ) 1T
k k kS = x μ −− Σ              (20) 

③利用公式(8)计算 Fisher 分值;  
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④利用公式(5)得到 Fisher 核.  
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其中, (*)vec 表示对矩阵 *向量化, 即把一个该矩阵的

列向量首尾依次相接, 形成一个总的列向量.  
该方法优点是在已知了样本中的类别信息, 用极

大似然估计代替 EM 算法, 避免了 EM 算法参数初始

值设置不当陷入局部最优, 避免了 EM 算法耗时长的

多次迭代. 该方法也有局限性, 即各类别的样本需服

从高斯分布, 但这一点在很多监督学习实际应用中, 
都能得到满足. 
   
3 实验结果及其分析 
3.1 核 Fisher 分类法中 Fisher 核的应用 
  Fisher 分类法是一种线性分类方法, 其的主要思

想是在样本空间中寻找一个投影方向, 使得各类样本

投影到该方向时, 其类内距离尽可能小, 同时类间距

离尽可能大. 当将核方法引入 Fisher 分类法中, 就产

生了核 Fisher 分类法. 核 Fisher 分类法可以解决线性

不可分的分类问题.  
  核 Fisher 分类法的步骤描述如下:  
  ①通过非线性映射将训练样本映射到高维特征空

间中, 求出最佳鉴别矢量:  

( )
( )

arg max

T

B

opt T

W

w S w
W

w S w

φ φ φ

φ φ φ
= ;            (23) 

②对所有训练样本在最佳鉴别矢量上作投影,  
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求出两类训练样本中心,  

1

1 kn
k

k train
ik

m F
n =

= ∑ ,                 (25) 

其中, km 为每一类样本中心, 1,2k = ;  
③对测试样本在最佳鉴别矢量上作投影,  

( )( ) ( )
2

1 1
,

kn

test test ki ki test
k i

F w x k x xφ φ α
= =

= ⋅ =∑∑ ,      (26) 

计算测试样本特征向量与各类样本中心距离 
k test kd F m= − ,                  (27) 

若 ( )min , 1,2i kd d k= = , 则判定 testx i∈第 类 .  

  实验中核 Fisher 分类法中的核函数采用 Fisher 核, 
分类类别数为 2. 通常图像样本的各类服从高斯分布, 
因此以图像识别作为实验内容.  
3.2 实验结果分析 
  本实验在核 Fisher 分类法中分别使用多项式核、

高斯核和本文构造的 Fisher 核, 对标准图像数据库的

样本进行训练和识别, 目的是观察在相同的其它条件

下 Fisher 核的表现.  
训练样本取自标准彩色人脸数据库FEI, 如图 1所

示. 每幅图片大小均为 640*480, 需要提取人脸局部图

像, 提取后的大小为 120*120, 再用无迭代双边二维主

成分分析(NIB2DPCA)方法[12]进行降维处理, 降维后

的大小为 3*40.  
 
  

 
 

 
 

 
图 1  自标准彩色人脸数据库 FEI 中部分图片 

 
  总共分为 9 组实验, 每组随机选取 FEI 的两个类

别人脸图像, 每个类别训练样本 4 张; 测试分为 8 次, 
每次测试每人 1 张图片, 每次测试的人脸样本均不相

同, 其中第 7次测试样本的人脸为全侧脸, 第 8次测试

样本的图片全光照有变化, 实验结果如表 1 所示.  
  从表 1 的实验数据, 可以得到两点结论:  
  Fisher① 核的总体表现要优于多项式核及高斯核. 
在 9 组实验的每组 8 次实验中, 本文的 Fisher 核的识

别率均值为 0.8263, 而同等条件下多项式核及高斯核

的识别率均值均为 0.8194; 在某些两类训练样本下, 

本文的 Fisher 核的识别率会比多项式核及高斯核的识

别率要高出更多.  
  Fisher② 核的鲁棒性要优于多项式核及高斯核. 
如表 1 中的第八组实验, 当图像的光照发生变化时, 
本文的 Fisher 核的识别率为 0.8750, 远高于多项式核

的 0.6875 和高斯核的 0.5625. 注意, 高斯核在第 3 次

测试和第 4 次测试时有很高的错分率, 达到了 100%.  
  以上的结论虽然是针对分类类别数为 2 的情形, 
但也不难推广到多类的情形.  
表1  三种核的两类样本正确识别数及识别率实验结果 

多 

项 

式 

核 

测试

数据

测

1

测

2

测

3

测

4

测

5 

测

6 

测

7 

测

8 
识别率 

1 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

2 组 2 1 2 1 2 2 1 1 0.7500 

3 组 2 1 2 1 2 2 1 1 0.7500 

4 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

5 组 2 2 1 2 2 1 1 1 0.7500 

6 组 2 2 2 1 2 1 1 1 0.7500 

7 组 2 2 2 1 2 2 2 1 0.8750 

8 组 2 1 1 1 2 2 1 1 0.6875 

9 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

高 

斯 

核 

1 组 2 2 2 1 2 2 1 1 0.8125 

2 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

3 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

4 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

5 组 2 2 2 2 2 2 2 0 0.8750 

6 组 2 2 2 2 2 1 1 2 0.8750 

7 组 2 1 1 1 2 2 1 1 0.6875 

8 组 2 1 0 0 2 2 1 1 0.5625 

9 组 2 1 1 1 2 2 2 1 0.7500 

本 

文 

Fisher 

核 

1 组 2 2 2 2 2 1 2 2 0.9375 

2 组 1 1 2 1 2 1 2 1 0.6875 

3 组 2 1 2 1 2 2 1 2 0.8125 

4 组 2 2 2 2 2 2 2 1 0.9375 

5 组 2 1 2 1 2 2 2 1 0.8125 

6 组 2 2 2 2 2 1 1 2 0.8750 

7 组 2 1 1 1 2 2 1 1 0.6875 

8 组 2 2 1 2 2 2 2 1 0.8750 

9 组 2 2 1 1 2 2 2 1 0.8125 

 
4 结语 
  本文针对各类样本服从高斯分布的监督学习情形, 
提出了构造 Fisher 核的新方法. 由于利用了样本中的
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类别信息, 该方法用极大似然估计代替 EM 算法估计

GMM 参数, 避免 EM 算法大量的迭代运算, 有效降低

了 Fisher 核构造的时间复杂度. 实验表明用所提方法

所构造的 Fisher 核不仅时间复杂度低, 且识别率也优

于传统的高斯核与多项式核. 今后的研究工作主要是

针对多类别多尺寸的图像样本, 进一步进行 Fisher 核
的改进, 使 Fisher 核更加深入地应用于在图像识别等

各类样本服从高斯分布的监督学习场合.  
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