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基于法矢控制的 B 样条曲面逼近的 PIA 方法① 
黄丽琴, 潘日晶, 林传銮, 陈  青 
(福建师范大学 数学与计算机科学学院, 福州 350007) 

摘 要: 提出了一种基于法矢控制的 B 样条曲面逼近的渐进迭代逼近(PIA)算法. 一方面该方法将离散数据点的

切失、曲率、法矢等几何特征充分应用到离散数据点的逼近问题上, 利用数据点两个方向的切矢构造出数据点的

法矢约束来控制逼近曲面形状, 相比于无法矢控制的 B 样条曲面逼近的渐进迭代逼近(PIA)方法, 逼近曲面更光

顺, 可获得更好的逼近效果. 另一方面由于该算法选取主特征点作为控制顶点, 所以允许在曲面拟合中控制顶点

的数目小于数据点的数目. 而且 PIA 算法的每次迭代过程中的各个步骤都是独立的, 很容易被应用到并行计算上, 
可提高计算效率. 本文还给出了一些实例来验证该算法的有效性.  
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PIA for B-spline Surface Approximation with Normal Constraint 
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Abstract: In this paper, we propose a progressive iterative approximation (PIA) algorithm for B-spline surface 
approximation with normal constraint. On the one hand, the discrete data points of the tangent vector, normal vector, 
curvature and other geometric characteristics are fully applied to the approximation problem of discrete data points, using 
the two directions of the tangent vector to construct normal constraint can avoid unnecessary fluctuations, and obtain better 
approximation effect. On the other hand, the number of selecting feature points is less than the number of data points, so the 
PIA algorithm can be used for the approximation of the mass of discrete data points. The steps in the process of each 
iteration of the algorithm are independent, which is easy to be applied to the parallel computing, which greatly improve the 
computational efficiency. Some examples are given to show the validity of the algorithm. 
Key words: progressive iterative approximation; B-spline surface; features points; tangent vector; normal constraint; 
adjusting vector; curvature 
 
 
    曲面造型是计算机辅助几何设计和计算机图形学

的重要内容. B 样条是 CAGD 中曲面造型广泛使用的

工具, 在几何特征约束下构造 B 样条曲面逼近数据点

是曲面造型的一个十分重要的研究课题.  
数据逼近的本质是通过构造出具有一定约束条件

的曲线、曲面来通过或者接近给定的数据点集. 最小

二乘逼近方法[1,2]是传统拟合算法中应用较广泛的一

种算法, 它是一种整体逼近的算法. 在每次的迭代过

程中, 最小二乘算法要重新计算整个线性系统, 导致 
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计算量较大, 效率较低. 为了克服最小二乘拟合算法

中遇到的计算复杂, 效率较低等问题, 近年来渐进迭

代逼近(PIA)得到越来越多的关注和研究.  
PIA 方法是一个迭代的过程, 从一个由控制顶点

和混合基函数表示的初始曲线或曲面开始, 最终的极

限曲线或曲面逼近于给定的数据点. 每一次的迭代过

程中, 主要的计算就是对数据点在拟合曲线或曲面上

的对应参数点进行求值. PIA 方法具有良好的并行性, 
对点的求值过程是独立的, 所以这个特性使得整个过 

 
 
 



2015 年 第 24 卷 第 6 期                       http://www.c-s-a.org.cn                      计 算 机 系 统 应 用 

 Software Technique·Algorithm 软件技术·算法 101

程适用于并行计算, 此外, PIA 方法具有局部性质, 即
它可以对每个数据点单独地控制拟合精度. PIA 方法

最初被应用于均匀三次B样条曲线的数据拟合问题中. 
1975 年齐东旭等[3]提出了均匀三次 B 样条曲线的 PIA
方法. 1979年 de Boor在一次学术讨论中同样也阐述了

类似思想[4]. 2004 年, 蔺宏伟[5]等证明了对于非均匀三

次 B 样条曲线和曲面也具有 PIA 的性质.  
    早期的 PIA 方法都是针对数据点插值问题, 即曲

线曲面的控制顶点个数与数据点个数是一致的. 2011
年蔺宏伟等 [6]给出了一种推广的渐进迭代逼近算法

(EPIA), 该算法允许控制顶点个数与数据点个数是不

一致的, 是一种逼近的算法, 并且证明了它的收敛性. 
然而对于曲面的 EPIA 算法要求这些数据点必须是经

过处理得到的有规则的数据点, 即 EPIA 算法不适用

于散乱分布的离散数据点的曲面逼近. 但是在实际问

题中, 许多情况下给定的点是散乱分布的, 所以 EPIA
还是有待进一步完善.  

2012 年 Yuki Kineri 等[7]中给出了一种针对于散乱

分布的离散数据点的 B 样条曲面逼近的 PIA 算法. 文
中作者给出了 B 样条曲面的几何插值和逼近算法, 这
个算法与普通的B样条曲面逼近的PIA算法不同的是: 
在迭代过程中, 先构造出一个基曲面, 然后将数据点

投影到基曲面上, 找到最近投影点, 将投影点的参数

值作为数据点的参数值进行不断的迭代, 也就是说在

每次的迭代过程中控制顶点的参数值并不是保持不变

的. 直到数据点与曲面的投影距离小于给定的阈值时, 
停止迭代. 最后还通过实验验证了该算法的收敛性和

实用性. 然而, 当数据点分布得非常密集时, 该算法

的收敛速度就会变得很慢. 当数据点分布不均匀时, 
运用该算法对数据点进行逼近, 最后得到得 B 样条曲

面的效果不是很理想.  
    对于数据点规模较大的拟合问题时, PIA 算法也

会变得非常很复杂. 2014年, 邓重阳等[8]提出了一种最

小二乘的渐进迭代逼近算法(LSPIA), 可以较好地解

决此问题. LSPIA方法也是一种迭代的算法, 最后得到

的极限曲面就是最小二乘拟合曲面. 与最小二乘拟合

算法相比, 该算法不需要求解线性系统, 适用于数据

点量规模较大的问题中. 但是在该算法中, 作者没有

给出初始控制顶点选择的方法, 最后的逼近曲面的效

果很大程度上取决于数据点的选择, 逼近效果存在不

确定性.  

前面所提到的 PIA 算法, 在迭代过程中只用到数

据点的位置信息, 并未涉及到数据点的几何特征. 考
虑到 B 样条逼近与数据点的切矢、法矢, 曲率等几何

特征之间有着密切的联系, 2009 年 Maekawa[9]中基于

数据点的几何特征, 提出了基于点切向和点法向的 B
样条曲线插值的 PIA 方法. 然而该算法只是将几何特

征运用到曲线插值的问题中, 因此我们可以考虑将数

据点的几何特征推广应用到曲面的逼近问题中, 如在

PIA 算法的迭代过程中添加切矢、法矢、曲率等这些

几何约束条件, 控制逼近曲面的形状, 消除逼近曲面

一些不必要的扭动, 相比于只考虑数据点参数误差量

的传统 PIA 方法, 有可能获得更好的逼近效果和光顺

性.  
在文献[6, 9]的基础上, 本文提出一种基于法矢控

制的选取主特征点的 B 样条曲面逼近的 PIA 方法, 将
数据点的几何特征运用到曲面逼近的 PIA 算法中.  
 
1  基于主特征点法矢约束的曲面PIA算法 

本文要解决的问题是 : 对于给定的数据点阵

{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p , 要求寻找一个逼近这些数

据点的 B 样条曲面 ( ),S u v .  
下面给出本文求解方法的基本步骤: 首先对给定

的数据点阵 { }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p 分别按行按列进

行参数化, 每个数据点 ijp 被设定了一对参数值 ( ),i ju v , 

并 求 出 数 据 点 { }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p 的 法 矢

{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =n .  

接下来将数据点阵{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p 分为 

(lu+1)×(lv+1)组, 即: { }G ;( , ) , 0,gh ij ghi j I g= ∈ =p
 

1,..., , 0,1,...,u vl h l= ,  

其中
ghI 是数据点在各个组内的序号集, 满足如下性质: 

如 果
1 1 1 2 2 2, , , 1,,i j g h i j g hG G +∈ ∈p p  , 则 它 们 的 参 数

( ) ( )1 1 2 2
, , ,i j i ju v u v 满 足 : 

1 2i iu u< . 另 一 方 面 , 如 果 : 

1 1 1 2 2 2, , , , +1,∈ ∈i j g h i j g hG Gp p , 则 它 们 的 参 数 值

( ) ( )1 1 2 2
, , ,i j i ju v u v 满足: vj1<uj2. 数据点的分类的问题, 将

会在以下 1.4 章节进行详细讨论.  

然后在每一组数据中选出一个主特征点 Pigjh, 并
将 它 们 作 为 初 始 控 制 顶 点 , 即           

( ){ }0 , 0,1,..., , 0,1,...,
g hgh i j u vg l h l= = =p p , ul m< , vl n< ,                

接着构造初始曲面      
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( ) ( ) ( )(0) (0)
, ,

0 0
,

u vl l

gh g p h q
g h

S u v B u B v
= =

= ∑∑ p  

其 中 ( ),g pB u , ( ),h qB v 分 别 是 由 节 点 向 量

{ }, 0,1,..., 1i ui l p= + +u 和 { }, 0,1,..., 1j vj l q= + +v 确定的规范

的 p 次B样条基函数和 q 次B样条基函数. 以上步骤中

数据点的参数化方法、数据点法矢的计算方法、数据

点的分组方法, 主特征点 (0)
ghp 的选取方式和节点向量

{ }, 0,1,..., 1i ui l p= + +u 和 { }, 0,1,..., 1j vj l q= + +v 的构造方法

将在本节的 1.2-1.5 小节中具体给出.  
最后应用 PIA 方法并利用数据点的法向约束, 通

过迭代得到逼近数据点 { }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p 的 B

样条曲面. 迭代过程如下: 将初始控制顶点 ( )0
ghp 沿着法

向调整差异向量 (0)
ghΩ 方向移动 (0)

ghΩ 个单位, 得到 (1)
ghp , 

即 (1) (0) (1)
gh gh gh= +Ωp p . 将 (1)

ghp 作为控制顶点, 构造出 B 样条

曲面  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

, ,
0 0

,
u vl l

gh g p h q
g h

S u v B u B v
= =

= ∑∑ p . 

假设已生成第 k 个曲面                   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
0 0

,
u vl l

k k
gh g p h q

g h
S u v B u B v

= =

= ∑∑ p , 

接着要生成第 +1k 个曲面, 只需将控制顶点 ( )k
ghp 沿

着法向调整差异向量 ( )k
ghΩ 方向移动 ( )k

ghΩ 个单位, 得到

新的控制顶点 ( 1)k
gh
+p , 即, ( 1) ( ) ( )k k k

gh gh gh
+ = + Ωp p 就可构造第

+1k 个 B 样条曲面, 即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,

0 0
,

u vl l
k k

gh g p h q
g h

S u v B u B v+ +

= =

= ∑∑ p .  

重复这些步骤, 直到逼近误差
max

( )k
fe ε< 时停止迭

代, 这里的 maxε 是预设的拟合误差阈值, maxε 的设定取决

于所选的数据点的分布. 在以上的迭代过程中, 当迭

代达到一定的次数
0m 且

max

( )k
fe ε≥ 时, 或者当迭代次数

0m m< 且主特征点当前的最大法向调整差异量 ( 1)k
ce + 大

于上一次的 ( )k
ce 时, 说明当前的分组不是有效的, 这里

的
0m 是预设的迭代次数阈值. 这种情况下需要插入新

节点, 重新分组, 并且分割对应的序号组. 以上迭代

过程中的法向调整差异向量 ( )k
ghΩ 、数据点的最大法向差

异量 ( )k
fe 、主特征点最大法向调整差异量 ( )k

ce 的计算以

及节点插入的方法在 1.6、1.7 小节中给出.         
1.1 基于法矢控制的 B 样条曲面逼近的 PIA 算法 

输入 : 数据点阵 { }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p , 预设

的拟合误差阈值 maxε , 预设的迭代次数阈值 0m .                         

输出: 最终得到满足拟合精度要求的 p q× 次 B 样

条曲面的控制顶点 ( ){ }0 : 0,1,..., ; 0,1,...,gh u vg l h l= =p .  

1) 参数化给定的数据点阵

{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p (具体方法见 1.2 小节) 

2) 计算各个数据点的法矢

{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =n (具体方法见 1.3 小节) 

3) 对数据点进行分组得

0,1,..., , 0,1,...,gh u vG g l h l= =，  (具体方法见 1.4 小节) 

4) 对每一组选取一个主特征点作为初始控制顶

点 ( ){ }0 , 0,1,..., , 0,1,...,
g hgh i j u vg l h l= = =p p (具体方法见 1.4 小

节) 
5) 构造节点向量{ }, 0,1,..., 1i ui l p= + +u , 

{ }, 0,1,..., 1j vj l q= + +v (具体方法见 1.5 小节) 

6) 生成初始曲面   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

g, ,
0 0

,
u vl l

gh p h q
g h

S u v B u B v
= =

= ∑∑ p  

7) 0k = ; 0m =   
8) 计算数据点的最大法向差异量 ( )k

fe 和主特征点

的最大法向调整差异量 ( )k
ce (具体方法见 1.6 小节) 

9) while 最大法向差异量 ( )k
fe 没有达到精度要求, 

即
max

( )k
fe ε≥   do 

10) 计算第 k 个曲面

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
0 0

,
u vl l

k k
gh g p h q

g h
S u v B u B v

= =

= ∑∑ p 上与数据点 ( )k
ghp 相对应

的法向控制的参数值 ( )( ) ( ),k k
i ju v 和法向调整差异向量

( )k
ghΩ (具体方法见 1.6 小节) 

11) 调整控制顶点 ( ) ( ) ( )1k k k
gh gh ghΩp p+ = + , 生成第 1+k

个曲面 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,

0 0
,

u vl l
k k

gh g p h q
g h

S u v B u B v+ +

= =

= ∑∑ p 的控制顶点

( )1k
gh
+p  

计算数据点到第 1+k 个曲面 ( ) ( )1 ,kS u v+ 的数据点的

最大法向差异量 ( 1)k
fe + 和主特征点最大法向调整差异量

( 1)k
fe + .  

12) if ( 0m m≥  and ( )
max

k
fe ε≥ )or ( 0m m<  and 

( 1) ( )k k
c ce e+ > )then 

=0m ;  
插入新的节点列, 重新分割对应的序号组(具体方

法见 1.7 小节) 

13) end if 
14) +1k k= ; +1m m=   
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15) end while   
下面各小节具体阐述各个步骤.  

1.2 数据点的参数化 
首先对每一列数据点{ }0 , 1 ,..., , 0,1,..,j j mj j n=p p p 通过

累加弦长法进行参数化 , 生成了一组参数序列 ,   
{ }0 , 1 ,..., , 0,1,..,j j mju u u j n= ,接下来对每一行的参数计算平

均值 : 
0

1 , 0,1,...,
1

n

i ij
j

u u i m
n =

= =
+ ∑ , 生成了行参数序列 : 

{ }0, 1,..., mu u u , 类似的 , 我们可以生成列参数序列 : 

{ }0, 1,..., nv v v , 那么每个数据点
ijp 对应的参数值为 : 

{ }, , 0,1,..., , 0,1,...,i ju v i m j n= = .  

1.3 离散数据点法矢的计算 
 对于由 ( ) ( )1 1m n+ × + 个数据点组成的阵列

{ }; 0,1,..., , 0,1,...,= =ij i m j np , 本文按如下方法求每个

数据点的法矢: 先求每行数据点 { }0 1, ,..., ,i i inp p p 其中

0,1,..,i m= 的切矢 { }0 1

( ) ( ) ( ), ,..., , 0,1,..,
i i in

r r r i m=q q q , 再求每列

数 据 点 { }0 , 1 ,..., , 0,1,..,j j mj j n=p p p 的 切 矢                                      

{ }( ) ( ) ( )
0 , 1 ,..., , 0,1,..,c c c

j j mj j n=q q q , 这样每个数据点 ijp 有两个

分别对应行列方向上的切矢 ( )( ) ( ),r c
ij ijq q . 接下来构造每

个数据点 ijp 的单位法矢
( ) ( )

( ) ( )

r c
ij ij

ij r c
ij ij

×
=

⋅

q q
n

q q
, 从而得到所有

数据点的单位法矢{ }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =n .  

以上求法矢方法中需要求数据点列的切矢, 本文

采用如下方法求数据点列的切矢: 构造插值三个相邻

数据点的二次 Beziér 曲线来求一个离散数据点列的切

矢. 即对于一个数据点列 { }; 0,1,...,j j n=p 的每个数据点

jp , 构造插值三个相邻数据点 1 1, ,j j j− +p p p 的二次

Beziér 曲线, 计算该曲线在 jp 处的切矢作为数据点

{ }; 0,1,...,j j n=p 的离散切矢.  
1.4 数据点的分组及主特征点的选取 

本节给出数据点分组以及主特征点选取的方法, 
主要思想: 先求出数据点 { }; 0,1,..., , 0,1,...,ij i m j n= =p 的

行曲率和列曲率, 然后根据曲率序列生成分组标记, 
将数据点分成 ( 1) ( 1)u vl l+ × + 组. 由于曲率能够很好地反

映曲面几何特征, 分组过程中主要考虑曲率这个量, 
利用数据点列曲率的平均值进行分组, 使得主特征点

作为控制顶点拟合出来的 B 样条曲面能 ghG 够较好地

反映这组数据点的基本特征. 然后在各个组中, 将局

部曲率的极大值点作为主特征点.  
本节采用文献[6]中提到的方法来计算一个数据点

列{ }; 0,1,...,j j n=p 的离散曲率:       

  
2

3 , 1,2,..., 1j j
j

j

k j n
Δ ×Δ

= = −
Δ

p p

p
,         (1)     

其中 jΔp 和 2
jΔ p 分别表示在点

jp 处的向前一阶差分和

二阶差分 , 这样就生成了一个离散的曲率序列

1 2 1{ , ,..., }nK k k k −= .  
 下面是分组步骤. 首先沿着行来计算每一个数

据点
ijp 的曲率, 即利用式(1)对于每个数据点计算行方

向上的离散曲率 ( )r
ijk , 接下来再利用式(1)计算每个数

据点列方向上的离散曲率 ( )c
ijk . 最终我们得到每个数据

点
ijp 的离散曲率如下:  

( ) (c) , 0,1,..., , 0,1,...,r
ij ij ijk k k i m j n= + = = , 

接下来生成行曲率序列和列曲率序列, 先对每一

行 数 据 点 的 离 散 曲 率 进 行 求 和 ,           
( ) ( )

0
, 0,1,...,

n
r r

i ij
j

k k i m
=

= =∑ ,  

生成一个行曲率序列:   { }( ) ( ) ( )
0 1, ,...,r r r

row mk k k k= ,  

选取 rowk 中的第一个元素和最后一个元素以及所

有局部极大值点和部分值为 0 的点, 即满足以下条件

的点:  
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 , 1,..., 1r r r r
i i i ik k k k i m− +< < = −，           (2)           

或者 ( )=0r
ik , ( )

1
r

ik − 和
( )

1+
r

ik 不同时为 0        (3)           

满 足 (2) 和 (3) 式 的 行 曲 率 子 序 列 记 为
( ) ( ) ( ){ }1 2 1

, ,...,
lu

r r r
i i ik k k

−
,其所对应的参数值为{ }1 2 1

, ,...,
lui i iu u u
−

,  

令 
0 0 ,

lui i mu u u u= = , 于是得到一个行参数子序列

{ }0 1
, ,...,

lui i iu u u . 构造标记 1( ) , 1,2,...,
2

g gi iu
g u

u u
f g l−

+
= = , 规

定
0

( ) ( )
0 1, += =

u

u u
i l mf u f u . 这 样 就 生 成 行 标 记 序 列

{ }( ) , 0,1,..., 1u
row g uF f g l= = + . 类似地生成列标记序列

{ }(v) , 0,1,..., 1col h vF f h l= = + .  

最后根据行标记序列 rowF 和行标记序列 colF 对数

据点进行分组, 所有参数值满足 ( ) ( )
1

u u
g i gf u f +≤ < (当 ug l=

时 , 不等式取 ( ) ( )
1u u

u u
l i lf u f +≤ ≤ )和 ( ) ( )

1
v v

h j hf v f +≤ < (当 vh l=

时 , 不等式取 ( ) ( )≤ ≤
u u

v v
l j lf v f 条件的数据点被分到组

ghG 中, 这样就把所有数据点分成了 ( 1) ( 1)u vl l+ × + 组.  

在每一组 : 0,1,..., , 0,1,...,gh u vG g l h l= = 中选出一个主

特征点作为初始控制顶点, 所选的主特征点
g hi jp 是 ghG

中离散曲率最大的数据点. 若在同一组中有多个曲率

极值点, 这时候先求出这组数据点中心
0 0g hp , 并将离

中心位置最近的曲率极值点作为主特征点.  
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这 样 就 得 到 ( 1) ( 1)+ × +u vl l 个 主 特 征 点

{ }, 0,1,..., , 0,1,...,
g hi j u vg l h l= =p , 

u

l m< , vl n< , 并将它们

作为 B 样条初始曲面的控制顶点:  

{ }(0) , 0,1,..., , 0,1,...,
g hgh i j u vg l h l= =p = p . 

1.5 节点向量的构造 
初始 B 样条曲面的控制顶点对应的u 参数序列和

v参数序列分别为:  
0 1 2 10 , , ,..., ,

l lu ui i i i i mu u u u u u u
−

= = , 

0 1 2 10 , , ,..., ,
l lv vj j j j j nv v v v v v v
−

= = . 

   根据以上两个参数序列, 采用平均技术法构造

×p q次初始 B 样条曲面的节点向量如下:  
0 1 0=...= pu u u u= =  

1 2 1=...=
u u ul l l p mu u u u+ + + += =                           

11 , 1,2,...,
u

u k

u

k p

k p i u u
k k

u u k l p
p

+ −

+
=

= = −∑                                

0 1 0=...= qv v v v= =                           

1 2 1=...=
v v vl l l p nv v v v+ + + += =  

1.6 法向差异向量的构造 
标准的 B 样条曲面拟合的 PIA 方法中, 只是将控

制顶点沿着数据点参数误差向量方向作调整, 即每个

数据点固定一对参数值, 则曲面上有对应这个参数值

的点, 每次迭代过程中, 数据点与曲面上所对应的点

之间的差异向量称为参数误差向量 ( )k
ije [6].  

为了进一步直观地控制 B 样条逼近曲面的形状, 
可充分利用数据点的切失、曲率, 法矢等几何特征作

为约束条件. 本文引入一个新的量 ( )k
ijδ ,称为法向差异

向量(见定义 2)来控制迭代过程中控制顶点的调整.  
定义 1. 设数据点

ijp 的法矢为 ijn 迭代生成的第 k

个 B 样条曲面为 ( ) ( ),kS u v , 在 B 样条曲面 ( ) ( ),kS u v 上满

足 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,k k k k k k
u i j v i jS u v S u v× 与 ijn 共线的点

( ) ( )( ) ( ),k k k
i iS u v 称为数据点

ijp 在 B 样条曲面 ( ) ( ),kS u v 上的

法向投影点.  
    定义 2. 设数据点

ijp 在第 k 个 B 样条曲面 ( ) ( ),kS u v

上的法向投影点为 ( ) ( )( ) ( ),k k k
i iS u v , 令 

( ) ( ) ( ) ( )= ( , )k k k k
ij ij i jS u vδ −p , 称 ( )k

ijδ 为数据点
ijp 在第 k 个曲面

( ) ( ),kS u v 上所对应的法向差异向量.  
法向差异向量的几何意义参见图 1, 其中

( ) ( )( ) ( ),k k k
i iS u v 表示数据点

ijp 在 B 样条曲面 ( ) ( ),kS u v 的法

向投影点, ijn 表示数据点
ijp 的法矢, ( ) ( )= ( , )k k k k

ij ij i jS u vδ −p

表示法向差异向量, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,k k k k k k
u i j v i jS u v S u v× 与 ijn 共

线. 

ijp
( )r
ijq

( )c
ijq

( ) ( ) ( )( , )k k k
i jS u v

( )k
ijδ

ijn

( ) ( ) ( )( , )k k k
u i jS u v

( ) ( ) ( )( , )k k k
v i jS u v

 
                图 1  法向差异向量 ( )k

ijδ  
 
法向差异向量 ( )k

ijδ 既考虑了数据点的参数差异向

量 ( )k
ije , 又考虑了数据点

ijp 的法矢 ijn , 将数据点的法

矢这个几何特征引入到调整量中, 在迭代过程中, 若
数据点在曲面上的法矢差异向量越来越小, 则迭代曲

面就会逼近数据点及其法矢. 由于法矢能够很好地反

映曲面的几何特征, 因此可用法矢控制逼近曲面的形

状, 保证所构造出来的曲面不会出现太多的褶皱, 使
得曲面有更好的逼近效果. 对应数据点组

ghG 的控制顶

点 ( ) 1 2 1 2k
gh u vg l h l， ，p , , ..., , , ...,= = 的法向调整差异向量 ( )k

ghΩ

构造如下:   

  
( )

( )

( , , 0,1,..., , 0,1,...,gh

k
ij

i j Ik
gh u v

gh

g l h l
I

δ
∈Ω = = =
∑
）

 

其中 ghI 是数据点组 ghG 的数据点序号集合 ghI 的势. 由
于法向调整差异向量 ( )k

ghΩ 是一组数据点的法向差异向

量的平均量, 本文用法向调整差异向量作为控制顶点

的调整差异向量, 以期能较好地控制迭代曲面对一组

数据点的逼近.  

    为了方便分析本文算法并将实验结果与已有的

PIA 方法进行比较, 下面统一规定以下几个量:  
无法矢控制下数据点的参数差异向量 

( ) ( )= ( , ), 0,1,..., , 0,1,...,k k
ij ij i je S u v i m j n− = =p ;  

无法矢约束的数据点的最大差异量为 

{ }( ) ( )max , 0,1,... , 0,1,...k k
d ije e i m j n= = = ;  

无法矢约束的主特征点的调整差异向量为  

   ( )

( )

( , gh

k
ij

i j Ik
gh

gh

e

I
∈

Ω =
∑
） ;  

数据点的最大法向差异量为 
( ){ }( ) max , 0,1,... , 0,1,...kk

f ije i m j nδ= = = ;  

主特征点最大的法向调整差异量为 

{ }( ) ( )max , 0,1,..., , 0,1,...,k k
c gh u ve g l h l= Ω = = . 
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1.7 节点向量的插入 
本文提出的基于法矢控制的 PIA 方法, 从较少的

控制顶点开始, 拟合出 B 样条曲面, 然后检查数据点

与曲面之间的误差, 如果数据点的最大法向差异量满

足 ( )
max

k
fe ε< , 其中 maxε 为预先设定的拟合误差阈值 , 

则说明所得的 B 样条曲面已经达到逼近的误差精度, 
如果数据点的最大法向差异量 ( )

max
k

fe ε≥ , 说明存在某

些组还没达到精度要求, 则需要在相应组中插入节点, 
增加控制顶点.  

在迭代过程中, 遇到以下两种情况, 需要增加节

点向量:  
1) 当迭代次数 m 大于预设的迭代次数 0m , 即

0m m< 时, 如果数据点的最大法向差异向量 ( )k
fe 大于预

设的阈值 maxε , 说明没有达到逼近精度要求. 这时候需

要检验每个组 G gh
中每个数据点的法向差异向量

{ }( ); ∈k
ij ghij Iδ , 如果 G gh

出现某个数据点法向差异量

( )
max

k
ijδ ε> , 则将该组中法向差异量最大的一个数据点

ijp 对应的参数值 ( ),i ju v 插入到原来的行节点向量和列

节点向量中, 利用 B 样条曲面的节点插入算法, 如伯

姆算法 [10]向曲面 ( ) ( ),kS u v 插入节点 ,i ju v , 使得曲面

( ) ( ),kS u v 增加一行一列控制顶点, 同时相应添加主特

征点并分割相应的数据点组.  
2) 若迭代次数m 虽然小于预设的迭代次数 0m , 即

0m m< , 但是主特征点当前的最大法向调整差异量 ( 1)k
ce +

大于上一次的 ( )k
ce , 则必须检验 { }G 0,1,..., , 0,1,...,gh u vg l h l= =:

中 ( )k
ijΩ 的值, 在 ( 1) ( )k k

ij ij
+Ω > Ω 所对应的G gh

组中找出使

得法向差异量 ( )
max

k
ijδ ε>  的差异量最大的对应数据点

ijp , 则将该数据点
ijp 对应的参数值 ,i ju v 插入到原来的

行节点向量和列节点向量中, 利用 B 样条曲线的节点

插入算法, 如伯姆算法[8]向曲面 ( ) ( ),kS u v 中插入节点

,i ju v , 使得曲面 ( ) ( ),kS u v 增加一行一列控制顶点, 同时

相应添加主特征点, 并分割相应的数据点组.  
 
2  实验分析

     为了便于实验结果分析, 以下把本文提出的基于

法矢控制的 B 样条曲面逼近的 PIA 方法记为 NPIA 方

法. 这一节对于 NPIA 方法给出实验分析, 并将 NPIA
算法与无法矢控制的 B 样条曲面逼近的 PIA 方法的实

验结果进行比较. 相比于无法矢控制的 B 样条曲面逼

近的 PIA 方法, 本文的 NPIA 方法将数据点的法矢这

个几何特征引入到控制顶点的调整量中, 在迭代过程

中, 若法向差异向量越来越小, 则迭代曲面就越来越

逼近数据点及其法矢, 这样就可用法矢来控制逼近曲

面的形状, 使得曲面具有更好的逼近效果.  
    例 1. 取一个自由曲面上的 31 31× 个数据点, 并首

先从中选取11 8× 个数据点作为主特征点, 分别运用 B
样条曲面的 PIA 方法与运用本文提出 NPIA 方法来逼

近数据点. 实验结果见图 2、图 3. 图中蓝色的小圆圈

表示待拟合的数据点, 黑色的点表示从数据点中选出

的主特征点. 由图 2 , 图 3 可知, 相比于 B 样条曲面逼

近的 PIA 算法, 运用 NPIA 算法所得的 B 样条曲面更

光顺, 褶皱更少, 整体的逼近效果更好. 随着迭代次

数的增加, 自由曲面的褶皱逐渐地减少. 从表 1 也可

以看出, 随着迭代次数的增加, 逼近误差逐渐减小, B
样条曲面逼近的 NPIA 算法相比于 B 样条曲面逼近的

PIA 算法的逼近误差更小.  

 
(a) 待拟合的数据点阵 

          
(b) PIA 算法迭代 10 次       (c) PIA 算法迭代 40 次 

         
(d) PIA 算法迭代 50 次       (e) PIA 算法迭代 70 次 

   图 2  B 样条曲面逼近自由曲面的 PIA 算法效果图 

        
(a) NPIA 算法迭代 10 次        (b) NPIA 算法迭代 40 次 
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(c) NPIA 算法迭代 50 次      (d) NPIA 算法迭代 70 次 

图 3  B 样条曲面逼近自由曲面的 NPIA 算法效果图 
表 1  B样条曲面逼近的NPIA算法与 PIA算法逼近误

差分析比较 
迭代次数 

方法误差 
10 次 40 次 50 次  70 次 

PIA 算法数据点最大差异量
( )k
de  0.5026 0.2586 0.1086 4.6388e-002

NPIA 算法数据点最大差异量
( )k
fe  0.4098 0.1897 0.0924 6.7919e-003

    例 2. 取一个罐子表面上的 17×27 个数据点, 并首

先从中选取7×6个数据点作为主特征点, 运用B样曲面

逼近的PIA方法逼近与B样条曲面逼近的NPIA方法来

逼近数据点. 实验结果见图 4:由图 4 可知, 相比于 B 样

条曲面逼近的 PIA 算法, 运用NPIA 算法所得的 B 样条

曲面更光顺. 特别是在数据点分布较密集的地方, 运用

B 样条曲面逼近的 PIA 算法, 曲面会出现明显的褶皱现

象, 如图 4 中的 b、c 和 d 罐子上身的底部, 而且在罐子

的开口的表面上会出现稍微的扭动, 而运用本文提出

的 NPIA 算法, 从图 4 中的 e、f 和 g 这 3 张图可以看出, 
曲面的光顺性较好, 只是在 e 图中出现稍微的褶皱, 整
体逼近效果更好. 随着迭代次数的增加, 罐子表面的褶

皱逐渐地减少, B 样条曲面逼近的 NPIA 算法相比于 B
样条曲面逼近的 PIA 算法的逼近误差更小.  

 
(a) 待拟合的数据点 

PIA 算法  
(b)迭代 20 次     (c)迭代 50 次     (d)迭代 70 次 

  
NPIA 算法 

(e)迭代 20 次     (f)迭代 50 次      (g)迭代 70 次 

图 4  罐子表面在 B 样条曲面逼近的 PIA 算法效果图

以及 B 样条曲面逼近的 NPIA 算法效果图 
例 3. 取一个自由曲面表面上的 12×12 个数据点, 

并首先从中选取不同个数的数据点作为主特征点, 分
别运用 B 样条曲面逼近的 PIA 方法和本文提出的 B 样

条曲面逼近的 NPIA 方法来逼近数据点, 迭代 40 次后

的实验结果见图 5, 图 6. 从横向上看, 由图(b)-(e)可知, 
随着主特征点数目的增加, 面具出现褶皱的情况也逐

渐减少, 特别是在曲面波动较大的地方. 曲面也越来

越光顺, 逼近效果逐渐变好. 由表 2 也可以看出随着

主特征点数目的增加, 逼近误差逐渐减小. 通过图 5, 
图 6 这两组图的比较, 可以知道运用相同个数的主特

征点迭代 40次后, B样条曲面逼近的NPIA方法比 PIA
方法的逼近效果更好, 出现的褶皱也越少, 光顺性也

较好. 由表二的纵向上看, 也可以知道, 在相同的主

特征点下 NPIA 方法比 PIA 方法的逼近误差会更小.  

 
(a) 待拟合的数据点 

  
(b) PIA算法 4 5× 个     (c) PIA算法 5 5× 个 

  
(d) PIA 算法 5 6× 个     (e) PIA 算法 6 6× 个 

图 5  自由曲面表面在不同个数的控制顶点下运用 B
样条曲面逼近的 PIA 算法迭代 40 次后的效果图 
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(b) NPIA 算法 4 5× 个      (c) NPIA 算法 5 5× 个 

    
(d) NPIA 算法 5 6× 个      (e) NPIA 算法 6 6× 个 

图 6  面具表面在不同个数的控制顶点下运用 B 样条

曲面逼近的 NPIA 算法迭代 40 次后的效果图 
    
表 2  B样条曲面逼近的NPIA算法与 PIA算法逼近误

差分析比较 
                 控制顶点 

方法误差 
4×5 5×5 5×6 6×6 

PIA 算法数据点最大差异量 ( )k
de  0.8190 0.5856 0.3961 0.2533

NPIA 算法数据点最大差异量 ( )k
fe  0.4231 0.2902 0.1577 0.0913

 
3  结论 
  本文给出了一种基于法矢控制的选取主特征点的

B 样条曲面逼近数据点的 PIA 方法. 该方法考虑到 B
样条逼近曲面形状与离散数据点的切矢、法矢、曲率

等几何特征之间有着密切的联系, 增加了法矢这个约

束条件, 控制逼近曲面的形状, 消除逼近曲面的一些

不必要的扭动现象, 相比于只考虑数据点的参数误差

量的 PIA 迭代逼近方法, 逼近曲面的光顺性更好. 另
一方面由于本文方法把曲率的局部极大值点作为主特

征点, 并将这些主特征点作为初始控制顶点, 这样在

拟合过程中控制顶点的数目就会远小于给定的数据点

数目, 允许进行数据点量较大的曲面拟合. 该算法在

每次迭代过程中的各个步骤都是各自完全独立的, 可
进行并行计算. 本文中的实验例子也验证了该方法的

有效性和实用性.  
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