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面向隶属度修正模糊聚类的参数选择方法① 
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摘 要: 隶属度修正是模糊 C-均值聚类算法改进的一个重要方向, 该类改进算法引入模糊阈值修正隶属度, 极大

的加快了算法的收敛. 然而其模糊阈值的自适应取值一直是一个较难解决的问题. 针对这个问题, 从数据对聚类

中心的物理吸引和相似关系等角度提出了一种针对隶属度修正类 FCM 算法的模糊阈值参数选择方法, 并从该参

数选择公式的单调性、收敛性和鲁棒性等角度理论验证了该方法的有效性. 仿真实验表明, 该参数选择方法有效

并具有较好的自适应效果, 在加入离群点时也有着较强的鲁棒性, 对于隶属度修正类 FCM 算法的参数选择有着

较高的应用价值.  
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Abstract: Membership correction is an important direction in the improvement of fuzzy c-means clustering algorithm. 
This type of improved algorithms introduce fuzzy threshold to correct membership value, which greatly speed up the 
algorithm convergence. However, the adaptive value of fuzzy threshold is always a difficult problem. To solve the 
problem, a method is presented to select the parameter of fuzzy threshold based on similarity relation and physical 
attraction between data and clustering centers. The monotonicity, convergence and robustness of the parameter selection 
formula are discussed to verify the effectiveness of this method. Simulation shows that the parameter selection method is 
effective, adaptive and robust, which has high application value to parameter selection of membership modified FCM 
algorithms. 
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自从 Dunn 和 Bezdek 提出模糊 C-均值聚类算法

(FCM)算法[1,2], 对其各方面的改进就成为研究的热点, 
主要集中在收敛性研究、目标函数修改、隶属度约束条

件研究、多数据类型聚类和聚类有效性等几个方面[3-8].  
其中很多学者把目光放在通过对隶属度的修正提

升算法的收敛速度上. 文献[9]从竞争学习的角度提出

了对手抑制式模糊 C-均值算法, 该算法引入模糊阈值

抑制了第二大隶属度, 提升了最大的隶属度, 加快了算 
 

 
 

法的收敛. 文献[10]在文献[9]的基础上, 同时抑制了

除最大隶属度之外的所有隶属度, 提高了算法的鲁棒

性. 文献[11]基于分离强度指标为文献[10]的参数选择

问题提供了解决方案. 文献[12]则对文献[11]的参数选

择过程进行了探讨, 给出了另外一种方法. 区别于前

述研究对隶属度的抑制, 文献[13]引入参数 α 作为隶

属阈值, 直接判断数据的隶属关系, 从另一个角度修

正隶属度, 提高了算法的收敛速度.  
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  然而与文献[10]提出的 S-FCM 算法存在的问题相

同, 文献[13]提出的截断阈值模糊 C-均值聚类(FCMα)
算法也存在着模糊阈值参数选择的问题. 文献[13]给
出了隶属阈值 α 的取值区间, 但并没有给出其自适应

取值的方法. 针对这个问题, 从数据对聚类中心的物

理吸引和相似关系等角度提出一种自适应的参数选择

方法, 接着对该方法的性能做了理论上的探讨, 最后

使用仿真实验对该参数选择方法的有效性和性能做了

验证.  
 
1 截断阈值模糊C均值聚类算法 
  模糊C-均值聚类算法于1974年由Dunn最先提出, 
由Bezdek推广到更普遍的形式, 并建立了模糊C-均值

聚类理论. FCM 算法的应用非常广泛, 可应用于信息

检索与分类、生物学、气候学、心理学、医学和商业

等多个领域. 其算法步骤如下:  
1)算法初始化: 确定聚类类别数 c 和模糊参数 b, 

设置迭代停止阈值 0>ε , 迭代次数 0=l , 并初始化

各个聚类中心 jm .  
2)根据式(1)计算各个隶属度, 更新 )1()( +→ ll UU .  
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4)查看迭代停止条件, 若 ε<− + )1()( ll UU , 停止

迭代, 否则 1+= ll , 转到步骤(2).  
截断阈值模糊 C- 均值聚类算法 (Alpha-Cut 

Implemented Fuzzy Clustering Algorithms, 简称 FCMα
算法)由 M.S. Yang 在文献[13]中提出, 其实质是在传

统 FCM 算法基础上加入了对隶属度的修正. FCMα算

法引入阈值参数 α( 15.0 ≤≤α ), 在 FCM 算法的步骤

(2)和步骤(3)之间跟每个数据点的最大隶属度进行比

较, 若最大隶属度大于 α, 那么最大隶属度等于 1, 其
它隶属度都等于 0, 否则各隶属度不变化. FCMα算法 

 

步骤如下:  
1)算法初始化: 确定聚类类别数 c 和模糊参数 b, 

设置迭代停止阈值 0>ε , 迭代次数 0=l , 并初始化

各个聚类中心 jm , 给定隶属阈值参数 α( 15.0 ≤≤α ).  

2)根据式(1)计算各个隶属度, 更新 )1()( +→ ll UU .  
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4)根据式(2)计算各个聚类中心点 jm .  
5)查看迭代停止条件, 若 ε<− + )1()( ll UU , 停止

迭代, 否则 1+= ll , 转到步骤(2).  
FCMα 算法通过参数 α 对算法中隶属度的快速放

大, 加快了算法的收敛速度, 也提高了算法的稳定性. 
然而参数 α 的自适应取值方法并未给定, 这个问题制

约了 FCMα算法的进一步应用.  
为了解决这个问题, 从数据对聚类中心的物理吸

引和相似关系等角度进行推导.  
 

2 FCMα算法的参数选择推导 
在式(2)中, 类中心点 jm 的计算由数据点 ix 和其

隶属度 ijμ 共同决定, 其中隶属度大的数据点影响越

大. 把这种影响比作作用力, 则 ijμ 可以理解为 ix 施加

于 jm 的作用力, ijμ 越大, ix 对 jm 的作用力越大. 在
式(1)中, ijμ 的大小取决于 ix 到 jm 的距离, 距离越近, 

ijμ 越大, 则 ijμ 可以进一步理解为 ix 对 jm 的吸引力. 
所有的数据点对所有中心点都有吸引力, FCM 算法的

最终收敛其实是寻找一种物理状态, 让所有数据点对

所有中心点的吸引趋于平衡.  
由以上理论来考虑图 1, 类 2 中的数据点对类 1 的

中心点 1m 有吸引力, 这个吸引力将使 1m 偏离类 1. 类
1 中的数据点则把吸引力施加于 1m , 使 1m 留在类 1, 
同时对类 2 的中心点 2m 产生影响. 中心点可以视为所

在类数据点的平均, 则类 2 对 1m 的吸引可以视为 2m
对 1m 的吸引. 考虑类 1 中的数据点 1x , 1x 和 2m 对 1m
都有着吸引力, 其中 2m 使 1m 偏离类 1, 1x 使 1m 留在

类 1. 根据作用力反作用力的原理, 1x 隶属于 1m 也可

以视为 1m 隶属于 1x (所在的类). 根据最大隶属度原则, 

1m 隶属于 1x 还是 2m , 取决于各自隶属度的大小, 则
可以得出一个结论, 1x 要隶属于 1m , 其隶属度要大于

1m 对 2m 的隶属度, 即大于 2m 对 1m 的吸引力.  
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图 1  数据对聚类中心的吸引 

 
推广到分多类的情况, 可以得到同样的结论, 即

1x 要隶属于 1m , 其隶属度要大于其他中心点对 1m 的

作用力. 所以 FCMα 算法的参数选择问题可以转化为

获取中心点之间的作用力值. 两点之间的相互作用可

以用相似关系来阐述, 其作用值可以用相似度值来代

替. 关于相似关系和相似度, L.A. Zadeh 在文献[14]中
进行了详细的阐述, 给出了相似关系的定义和各项性

质的探讨. 在对其第三节相似关系的传递性探讨过程

中 , 文献 [14]给出了一个相似度量的参考公式 : 
yx

S eyx −−= βμ ),( , 其中 0>β . ),( yxSμ 代表 x 与 y 的

相似程度, 应用于中心点 jm 与 km , 则 jm 与 km 的相

似度量表示为
2

),( kj mm
kjS emm −−= βμ . 在实际的

FCMα算法中, 类中心点可能会超过 2个, 为确保数据

点隶属于相应中心点, 则其隶属度需大于最大的中心

点相似度. 在
2

),( kj mm
kjS emm −−
=

βμ 代表的相似度值中, 

由于类中心点之间越近, 相似度越大, 所以 α 的取值

公式推导为

2
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设置 β为样本方差的倒数, 则最终公式为:  

)
min

exp(

2

β
α

kjkj
mm −

−= ≠             (3) 

其中, 
n

xxn
j j

2

1∑ =
−

=β , 
n

x
x

n

j j∑ == 1 ,  

把式(3)代入 FCMα算法的每次迭代中, 可以得到

新的算法, 这里命名为 Mα-FCM(Modified FCMα)算
法. Mα-FCM 算法使用了自动迭代的参数 α, 提高了算

法的自适应性.  
式(3)作为推导出来的参数选择公式, 有其性能上

的优势. 为了检验其有效性, 从公式的单调性、收敛性

和鲁棒性等角度来验证.  
 

3 参数选择公式性质研究 
3.1 单调性 

性质 1. 当迭代次数 l 递增时, 参数选择公式(3)
总体递减.  

令
2

min kjkj
mmt −=

≠
, 则 )exp(

β
α t

−= . 显然, α 

是 t 的单调递减函数, 也即中心点之间距离越小, 需要

的参数 α 的值越大, 中心点之间的距离越大, 需要的

参数 α的值越小. 在 FCM 和 FCMα算法中, 算法随着

迭代的进行逐渐收敛, 中心点之间的距离也将变大并

趋于稳定. 所以 t 随着迭代次数 l 的逐渐变大而变大, 
从而总体上, α也是迭代次数 l 的递减函数. 也即随着

迭代的进行, α逐渐变小直到趋于稳定.  
3.2 收敛性 

性质 2. 参数选择公式(3)是收敛的.  
J.C. Bezdek在文献[15]中给出了FCM算法的收敛

性证明. 在此基础上, 文献[13]引入动力系统理论, 给
出了 FCMα 算法的收敛性证明, 也即对于任意固定阈

值 α( 15.0 ≤≤ α ), FCMα算法是收敛的. Mα-FCM 算法

与 FCMα 算法步骤相同, 不同于 FCMα 算法的只是阈

值参数 α的动态化, 且总体递减, 这不影响文献[13]引
理 1 的证明 , 所以很容易得到这样的结论 , 即
Mα-FCM 也是收敛的.  

随着 Mα-FCM 的收敛, 
2

min kjkj
mm −

≠
也将趋于

稳定, 所以很容易得出一个结论: 存在 00 >α , 当迭

代次数 l 趋向于无穷大时, 0)(lim αα =
∞→

l
l

, 也即参数选

择公式(3)也是收敛的.  
3.3 鲁棒性 

性质 3. 参数选择公式(3)具有一定的鲁棒性.  
正态分布由于其概率分布具有集中性, 横轴区间

(μ-2.58σ, μ+2.58σ)内的面积为 99.730020%, 所以具有

较强的抗噪性. 因为公式 )
min

exp(

2

β
α

kjkj
mm −
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符

合 正 态 分 布 的 概 率 密 度 函 数
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σπ
xxf , 所以参数选择公式(3)具

有较强的鲁棒性.  
以上对单调性、收敛性和鲁棒性的探讨部分验证

了公式(3)的有效性. 为了更好的检验 Mα-FCM 算法的
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效果和式(3)的各项性质, 进行以下实验.  
   
4 仿真实验 
  通过三组实验检验算法的效果.  
  1)给定 4 群范围在 0 到 5 之间高斯分布的二维数

据, 每群 150 个数据, 如图 2 所示.  

 
图 2  高斯分布的二维数据 

 
  选定模糊系数 b=2, 设定相同的初始条件和迭代

结束条件, 分别对 Mα-FCM 算法、MS-FCM 算法和

FCMα 算法在 α 等于 0.5、0.7、0.9 和 1.0 的情况下做

二十次实验, 取其平均值, 可以得到如表 1 所示的结

果.  
表 1  各算法性能比较 

 
MS-FCM 

α (FCMα) 
Mα-FCM

 0.5 0.7 0.9 1.0 

迭代

数 
15 14 17 21 22 13 

MSE 0.5172 
0.517

4 

0.518

5 

0.516

5 
0.5164 0.5171 

  表 1提供的数据表明, Mα-FCM算法解决了 FCMα
算法的参数选择问题, 取得了较好的自适应效果, 与
FCMα 算法在 α 等于 0.5、0.7、0.9 和 1.0 时的结果相

比, 迭代次数和 MSE 等统计处于较优的状态.  
  (2)在图 2 所示的数据集中加入一个离群点(1, 28), 
再次对 Mα-FCM 算法、MS-FCM 算法和 FCMα算法做

二十次实验, 取其平均值, 可以得到如表 2 所示的结

果.  
表 2  加离群点下的各算法性能比较 

 MS-

FCM 

α (FCMα) 
Mα-FCM

 0.5 0.7 0.9 1.0 

迭代数 14 13 16 19 19 12 

MSE 0.5621 0.5577 0.5584 0.5568 0.5568 0.5574

  表 2 提供的数据表明, 在加入离群点的情况下, 
Mα-FCM 算法也能很好的适应, 收敛速度和收敛效果

都达到了较优的水平, 且优于 MS-FCM 算法的表现, 
具有较强的鲁棒性.  

实验中, 我们也得到了 Mα-FCM 算法中参数 α 的

迭代取值轨迹, 如图 3 所示.  

 
图 3  Mα-FCM 算法参数 α的迭代值轨迹 

 
  3)采用 Iris 和 Wine 数据集作为测试数据集[16], 设
定相同的初始条件和迭代结束条件, 分别对 Mα-FCM
算法和 FCMα算法在 α等于 0.5、0.7、0.9 和 1.0 的情

况下做二十次实验, 取其平均值, 可以得到如表 3 所

示的结果.  
表 3  高维数据集下的各算法性能比较 

数据

集 
比较项 

α (FCMα) Mα-FC

M 0.5 0.7 0.9 1.0 

Iris 迭代数 12 21 19 22 12 

 正确率(%) 89.33 89.33 89.33 89.33 89.33 

Wine 迭代数 15 20 45 54 15 

 正确率(%) 70.22 67.42 69.66 68.54 70.22 

  从表 3 的数据可以看出, 在使用 Iris 和 Wine 等高

维数据集的情况下, Mα-FCM 算法也可以有很好的表

现. 通过比对表 3 和表 1、表 2 的数据, 我们发现, 相
对于低维数据集, Mα-FCM 算法在高维数据集中的表

现更优异, 迭代数和正确率都达到了最优的效果. 这
进一步验证了 Mα-FCM 算法的可靠性, 也说明本文提

出的参数选择方法是有效的.  
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5 结论 
  本文从数据点与聚类中心点相互作用力的角度分

析了 FCMα 算法的参数选择问题, 得到了自适应参数

的参数选择方法, 据此提出了 Mα-FCM 算法, 并通过

对参数选择公式相关性质的探讨部分验证了该选择方

法的有效性. 最后的仿真实验表明, 无论是对低维的

数据集还是高维的数据集, 该参数选择方法都具有较

好的自适应效果, Mα-FCM 算法的收敛速度和收敛效

果都达到了一个较优的水平 , 当加入离群点时 , 
Mα-FCM 算法也取得了较优的结果, 具有较强的鲁棒

性.  
  仿真实验也验证了参数选择公式(3)性质的有效性. 
图 3 的结果表明式(3)得到的 α 值总体上是递减的, 最
终也将收敛于一固定的值. 表 2 的数据也间接验证了

式(3)的鲁棒性. 由于式(3)与聚类中心点之间的最小距

离有关, 具有收敛和鲁棒等特点, 其一般可用于具有

迭代过程优化的 FCM 改进算法中, 如 S-FCM 算法和

FCMα 算法等, 对于文献[9, 10]、文献[13]和文献[17, 
18]所代表的隶属度修正类算法的参数选择有着较高

的参考价值.  
  在参数推导过程中, 把隶属度解释成了数据点对

聚类中心点的作用力, 得到了FCM算法的收敛其实就

是达到了数据点和中心点作用力平衡状态的结论. 后
续的研究工作也可以尝试从物理学的作用力平衡角度

对 FCM 算法进行阐述.  
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