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基于 CPN 的求解关键路径的新方法① 
郑文艳 
(德州学院 计算机系, 德州 253023) 

摘 要: 在证明转换规则正确性的基础上, 首先利用转换规则对 AOE 网进行转换, 然后从两个方面对转换后的

CPN(Colored Petri Nets)模型不合理的地方进行合理性的修改. 再利用编写的函数求出从源点到汇点的所有的可

达路径, 在获得所有可达路径的同时也获取了所有可达路径所花费的时间, 那么时间最大的就是关键路径. 该方

法不仅简便直观, 而且能够在保证正确性合理性的前提下提高执行效率, 减小时间复杂度.  
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A New Method for Finding the Critical Paths Based on Colored Petri Nets 
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Abstract: Under the circumstances of the correctness of conversion rules has already been proved, The first things is 
conversion the AOE system using transformation rules, and then to do reasonable modifications about the CPN model's 
unreasonable aspects from two ways. Using these function that acquired by ourselves to get all the reachable paths from 
the source to sink. In the meantime, we get all the time that all reachable paths have consumed, and the biggest time is 
the critical path. The method is not only simple and intuitive, but also can improving the execution efficiency under the 
premise of correctness and rationality, and can reduce the time complexity. 
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1 引言 

关键路径法(Critical Path Method, CPM)[1]最早出

现于 20 世纪 50 年代, 它是通过分析项目过程中哪个

活动序列进度安排的总时差最少来预测项目工期的网

络分析. 这种方法产生的背景是, 在当时出现了许多

庞大而复杂的科研和工程项目, 这些项目常常需要运

用大量的人力、物力和财力, 因此如何合理而有效地

对这些项目进行组织, 在有限资源下以最短的时间和

最低的成本费用下完成整个项目就成为一个突出的问

题, 这样 CPM 就应运而生了.  
据不完全统计, 搜索到的关于关键路径法的文献

大约有一千多种, 从这些文献可知, 关键路径法的应用

范围很广, 比如在制造业中, 项目管理中, 项目优化以

及各种调度问题中等等, 可见关键路径在各行各业都

体现着它的作用. 在这种情况下, 如何快速而又简便的 
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使用关键路径法成了一个瓶颈问题. 而且, 在有些情况

下, 从同一个工程出发到达另外一个工程可能有多个

选择, 也就是所谓的环路或回路问题, 对于这种问题从

根本上是无法求解其关键路径的, 而且现在存在的算

法大多由于无法解决这个问题因此避而不谈, 但这种

情况在现实中确确实实是存在的. 基于以上两个原因, 
提出了基于 CPN 的求解关键路径的算法.  
 
2 国内外研究现状 

国内外存在着各种各样的求解关键路径的算法, 
这些算法有着各自的优缺点. 如传统的基于 AOE-网
算法, 它通过分别求出所有事件的最早和最迟开始时

间以及每项活动的最早和最迟结束时间来求得关键活

动. 在此基础上国内外学者相继提出一些新方法. 文
献[2]利用图的广度优先搜索与动态规划相结合来求解 
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关键路径, 而该算法采用图的邻接表结构, 不需要进

行拓扑排序较之传统算法具有更高的效率和更强的健

壮性, 但算法求解过程中会出现关键路径局部路段丢

失, 没有把所有可能的关键路径完整输出. 文献[3]在
深度优先搜索的基础上, 给出从源到汇的所有路径, 
经过分析比较找出最长的路径作为关键路径, 求解过

程中需多次递归回溯, 算法的执行时间多于传统的

AOE-网算法. 文献[4]的算法采用十字链表的存储结

构执行过程中需至少 3 次广度优先搜索. 文献[5]通过

定义节点编码图的概念, 提出一种不需要拓扑排序的

求解关键路径的新算法. 该算法所需存储空间小, 时
间复杂度低, 但是对于有回路的有向图是无法进行计

算的. 文献[6-8]都是涉及到了模糊关键路径, 或者通

过定义模糊必然关键路径, 可能关键路径和不可能关

键路径, 或者引入模糊数, 提出了求解模糊关键路径

的新算法. 但是都需要从每条路径的关键度去分析关

键路径. 而在实际应用中关键度不好去利用经验等方

法确定. 文献[9]指出 dummy activity 的存在会带来很

多问题, 基于此提出了蚁群优化算法来求解关键路径. 
文献[10]提出了把工程规划中有向网络转换成带时间

的 Petri 网, 利用 Petri 网的分析方法, 对转换后模型的

不合理之后进行修正, 然后运行自动获取关键路径. 
该方法提高了算法的执行效率, 但是其难点在于如何

修正不合理之处, 而且对如何使用 Petri 网自动获取关

键路径并未进行详细展示.  
基于上述国内外对关键路径求解算法的研究, 本

文提出利用 Petri 网的 CPN Tool[11]来求解关键路径的

新方法. 首先基于一定的转换规则把 AOE 网转换成

CPN 模型, 然后利用状态分析工具对转换后的模型进

行分析, 并对模型进行化简; 化简之后, 利用标准 ML
语言编写的函数对获得的状态可达图进行遍历, 最终

获得所有的路径, 然后从这些路径中找出时间最大的

即为关键路径. 该方法不仅能够在保证时间复杂度比

较低的情况下获得所有路径, 而且整个获取过程非常

直观.  
 
3 AOE网到CPN模型的转换规则 
3.1 AOE 网到 CPN 模型的转化规则 

该转换规则欲从 CPN 模型中的库所, 变迁, 弧, 
以及库所的初始标识, 变迁触发所消耗的时间, 弧的

方向, 弧的表达式等各方面进行说明.  

Step1 (库所的产生): AOE 网中的顶点直接对应

CPN 模型中的库所; 即顶点与库所是一一对应的;   
Step2 (变迁的产生): AOE 网中直接相连的两个

顶点在 CPN 模型相应的两个库所中间增加一个变迁;  
Step3 (弧的产生): 根据 Petri 网的定义, 库所只

能连接变迁, 变迁只能和库所相连. 因此, 在 Step2 中

产生的这些变迁和 Step1 中产生的库所之间增加弧, 
并按照以下规则进行相连: 变迁的输入库所对应着

AOE 网中有直接相连关系的源顶点, 输出库所对应着

目的顶点;   
Step4 (模型的初始标识): 为了使 CPN 模型可以

运行, 必须给模型一个初始标识 M0. 初始标识是这样

产生的: AOE 网中所有源点对应的库所上添加一个托

肯, 其余库所不添加任何托肯. 那么, 表示工程结束

的模型标识为汇点所对应的库所中有托肯, 其余库所

均没有托肯;  
Step5 (变迁发生所消耗的时间): 变迁发生所消

耗的时间应该是该变迁的输入库所对应的 AOE 网中

某个工程所消耗的时间. 出现形式为@+t, t 对应着工

程完成所需要的时间;  
3.2 转化规则正确性合理性的证明 

3.1 节从各个方面阐述了从AOE网到CPN 模型的

转换规则. 那么, 对这些规则正确性的证明是必不可

少的. 否则, 这种转换规则的合理性就无法保证.  
证明:  
首先, 根据AOE网的定义, 顶点代表某个工程, 每

个工程有自己的属性, 比如工程名, 完成该工程所消耗

的时间, 两个工程之间的前后顺序等. 对于工程而言是

静止的, 因此用 CPN 模型中的库所与之对应; 而工程

是需要执行才能完成, 与 CPN 模型中的变迁对应; 一
个工程完成的标志是时间, 只要到了代表该工程结束

的某个时间点, 那么该工程就完成了, 就可以进入下一

个工程了, 这个属性对应着变迁的时间属性, 变迁的发

生代表着前一个工程完成开始进入下一个工程; 而整

个 CPN 模型的初始标识对应着 AOE 网中的源点, 也就

是说某个工程不需要任何工程的完成. 代表整个 AOE
网结束的标识是汇点中有托肯, 其余顶点没有托肯, 无
论是初始标识的设定还是结束标识Me的设定均符合工

程的实际执行情况, 并且初始标识中源点对应的库所

中托肯数量为 1 的设定也是同样的道理.  
另外 , 关于库所 , 变迁等命名的问题只要符合
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CPN 模型中的命名要求并不会对模型有任何的影响.  
最后, 根据关键路径的定义, 可知关键路径必存

在于从初始标识M0出发, 能够到达Me的所有可达路

径中. 而且是所有这些可达路径中花费时间最多的那

条路径.  
综上, AOE 网到 CPN 模型的转换规则是正确的.  

 
4 利用CPN求解关键路径的具体实现 
  以旅行社业务进程实例的一部分为例, 对该部

分业务流程简单介绍如下: 顾客预订了某个行程后

旅行社就开始进行保险业务, 客户资料登记以及用

户行程的安排(这三个任务可以同时进行). 保险业务

和顾客资料登记完成后需要旅行社主管审核, 审核

完成后顾客可以支付费用, 与此同时, 审核的结果与

行程安排一并送交顾客, 等待顾客的反馈结果, 在顾

客对行程及费用等各项工作没有异议并且支付了相

关费用后开始旅程. AOE 网中顶点及各个顶点的含义

如表 1 所示:  
表 1 AOE 网中顶点及各个顶点的含义 

顶点 顶点含义 顶点 顶点含义 

v1 
客户预订某个行

程 
v6 旅行社提供客户行程安排表 

v2 
旅行社的保险业

务 
v7 审核完成等待用户支付费用 

v3 客户资料的登记 v8 等待用户反馈 

v4 
旅行社为客户做

行程安排 
v9 客户旅程开始 

v5 旅行社主管审核   

据上描述得到如图 1 所示的 AOE 网:  
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1 旅行社业务进程的 AOE 网 
 

根据转换规则得到图 1 对应的 CPN 模型如图 2
所示:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2 图 1 对应的 CPN 模型 
 
4.1 Standard Report 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3 CPN 模型的状态标准报告 
 

这是计算模型状态可达图时得到的部分报告, 该
报告给出了状态可达图的结点, 弧, 计算可达图消耗

的时间以及状态等信息. 在这里需要注意的是 Status
的取值, 如果是 Full 说明这个数据是整个状态可达图

的, 那么基于这个状态可达图做的所有工作都是完整

正确可靠的; 如果取值为 Partial, 说明仅仅得到了整

个状态可达图的一部分, 而不是全部的, 基于部分可

达图的工作并不能保证完全正确.  
有两种情况会导致 Status 的取值为 Partial: 一是

模型中存在回路, 导致某些变迁没有触发的机会; 二
是如果不存在死变迁则说明整个 CPN 模型过于庞大, 
在规定的时间内(CPN tool 初试默认的时间)执行一次

计算并不能得到所有的结点, 要想得到所有的结点, 
需要执行多次计算.  

纵观整个模型, 发现如果去掉 t84 的话也就是说

不需要等用户的反馈, 只要是 t79(用户统一并支付了

费用)发生了, 意味着顾客同意了旅行安排, 因此, 没
有必要一直等待用户的反馈, 并且在这个环节不断的
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重复. 因此, 把死变迁 t84 删掉是合理的.  
把死变迁 t84 删掉, 得到图 4 所示的模型.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4 修改后的 CPN 模型 
 

进一步对修改后的模型再计算其状态空间, 得到

如下的状态报告.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5 修改后模型的状态标准报告 
 

利用状态可达图可以获得任意两个顶点间的所有

路径. 根据路径所消耗的时间可以很直观的获取两个

顶点间的关键路径.  
4.2 SearchNodes 

由于在变迁上增加了时间, 所以会出现这样的情

况: 在该 CPN 所对应的可达图中, 库所 v9 托肯数为 1
其余库所托肯数为 0 的结点不仅仅只有一个. 因为这

两个顶点间的通路不止一条. 因此, 要解决的关键问

题是如何在忽略时间戳的情况下, 得到状态可达图中

具有这种特性的所有结点的列表, 这种特性是指: 库
所 v9 托肯数为 1 其余库所托肯数为 0. 因为库所 v97
托肯数为 1 其余库所托肯数为 0 才标志着工程的结束.  

为了解决这个问题 , 使用 ML 语言 [12]编写了

SearchNodes函数, 该函数的功能就是在忽略时间戳的

情况下, 得到库所 v9 托肯数为 1 其余库所托肯数为 0
的所有结点的列表.  

SearchNodes( 
EntireGraph, 
fn n=>size(Mark.Page'v9 1 n)=1, 
NoLimit, 
fn n=>n, 
[], 
op::) 

4.3 Reachable 
该函数是求从一个结点到另一个结点所经过的所

有结点的列表; 其参数和结果均为状态可达图中的结

点号, 而这个结点号并不一定直接对应着 CPN 模型中

的库所; 因为这个结点号的得出是 State Space 按照深

度优先或者广度优先的原则计算出来的. 要想得到结

点号对应的库所, 只需要看结点的详细信息, 其中库

所取值为 1 的库所就是结点对应的库所.  
在获得标志着工程结束的所有结点列表的情况下, 

利用 Reachable 函数很容易求得从代表始点的库所 v1
到上述列表中各个结点的信息, 该信息指的不仅仅是

经过的结点, 而且很直观的获取所花费的时间, 从中

找出时间最大的那条路径, 就获得了从 v1 到 v9 的关

键路径.  
4.4 具体实现 

如果求某 AOE 网的关键路径那么源节点 v1 和目

标结点 v9 必是关键路径上的两个结点, 因此第一步需

要求出从 v1 到 v9 的所有的路径.  
Step1 利用 SearchNodes 函数求出忽略时间戳的

前提下 v9 这个库所中托肯数为 1 其余库所托肯数为 0
的所有结点列表, 结果为[11, 12, 15, 16, 17]. 然后根据

这个列表把各个结点按结点标号的顺序进行排列, 并
且显示每个结点的详细信息, 通过它们的时间戳, 可
以求出从 v1 到 v9 所花费的最大时间为 19, 是标号为

17 的结点所对应的.  
Step2 根据得到的结点列表, 利用 Reachable 函

数求出从 v1 到该列表中每个结点的详细路径. 根据第

一步可知花费时间最长的是结点标号为 17 所对应的, 
Reachable(1, 17)的结果为[1, 4, 7, 14, 17]. 见图 6.  

Step3 此处需要注意, 这个标号是可达图中结点

的标号, 与 CPN 或 AOE 网中的结点没有直接对应关
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系, 如果想要知道 4这个标号对应CPN中的哪个结点, 
是从结点下方中可以看出来, 哪个库所托肯数为 1 即

指的是哪个结点(工程), 根据图 7 可知从 v1 到 v9 的关

键路径为 v1, v2, v5, v7, v9.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6 SearchNodes 和 Reachable 函数的结果 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7 Reachable 函数对应的 AOE 网的结点 
 

最终求得关键路径如图 8 所示:  
 
 
 
 
 
 
 

图 8 关键路径 

5 时间复杂度分析 
不妨假设AOE网中含m个顶点 n条边. 利用CPN 

tool 求解关键路径所需要消耗的时间分三部分;  
第一部分是转换部分, 可近似认为在单位时间内

能够完成;  
第二部分是先生成标准报告, 根据报告中是否存

在死变迁来进一步做判断, 如果不存在死变迁, 那么

直接进行下一步求解; 反之, 就需要先删除死变迁, 
再生成标准报告, 直到不存在死变迁为止; 这一部分

花费的时间和传统的基于 AOE 网的算法相比节约一

半的时间, 因为只需要遍历一次即可;  
第三部分就是利用上面提到的函数进行求解, 求

解的过程也可近似认为在单位时间内能够完成;  
最终总的时间复杂度为 1/2*O(m＋n) 和基于

AOE 网的算法相比,其时间常数因子小一些, 能节省

一半的时间.  
 
6 总结 

本文借助 CPN tool 这个强大的工具提出了求解关

键路径的一种新方法. 它具有三个鲜明的特点: a)直观, 
无论是从求关键路径的角度出发还是从应用关键路径

的角度出发, 该方法有着最基本的数学理论做支撑, 
并且操作简单, 直观; b)采用的标准报告的方法进一步

对不合理的部分进行分析, 不仅确保模型修改的合理

性, 而且对AOE网整个流程的改进有着很好的理论支

撑; c)由于从整体上对流程的不合理部分进行了改进, 
避免了重复不合理流程, 因此整个方法时间复杂度比

其他方法有所提高.  
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//设置曲线的标题样式为宋体、粗体显示、字号大

小为 15.  
4 实验与分析 

为了检验整个智能喷雾实时监控系统的功能效果, 
先在某煤矿进行了为期一个月的试用, 根据试用结果

及用户的反馈又对系统继续进行完善. 如开始实时监

控系统中设置的是每隔 1 秒自动刷新 1 次数据, 这样

采集到的数据量较大, 影响系统的运行速度, 考虑到

井下环境的变化情况及用户的可接受程度将刷新时间

间隔改为 7 秒钟 1 次; 开始监控系统中各种信息的显

示大部分都利用文字或数字显示, 用户觉得不够直观, 
于是将其修改为利用图片形式显示. 系统修改完善后

又继续试运行一个月, 用户反映使用效果良好.  
 
5 结语 

本文提出的智能喷雾实时监控系统不但可实现井

下的自动喷雾降尘、防火和降温, 还可在地面实时监

测并控制井下喷雾的运行情况. 该系统不但可以取代

原有手动开/关水阀进行降尘的落后模式, 还解决了煤

矿自动喷雾的技术难题, 比现有的一些自动喷雾系统

有很大的改进, 使得喷雾系统更加智能化和人性化. 
该系统目前已经被多家煤矿所采用, 使用效果良好. 
该系统对于改善井下作业环境、防止尘肺病危害、确

保煤矿井下安全生产和提高煤矿的科学管理有着很重

要的作用, 市场应用前景广阔.  
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