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一类受限非线性系统显示模型预测控制器① 
刘 景 

(江南大学 轻工过程先进控制教育部重点实验室, 江南大学自动化研究所, 无锡 214122) 

摘 要：提出了一种利用神经网络与显示预测控制相结合来处理一类带约束非线性系统的新方法。首先基于神

经网络理论对非线性系统进行建模，通过对神经网络中转移函数的最大最小值的调整构造多面体描述的线性时

变系统来包裹原非线性系统，然后采用多参数规划在线离线相结合的方法建立显式模型预测控制系统。最后对

该方法进行仿真实验，仿真结果证明，采用这种方法可以很好的描述非线性系统，改善控制器的控制效果。 
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Explicit Model Predictive Control for a Class of Constraint Nonlinear Systems 
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University, Wuxi 214122, China) 

Abstract：A novel method that combines neural net with predictive control is proposed in this paper. Firstly, the neural 

net is employed to construct the nonlinear systems, the original nonlinear systems are wrapped by the linear time- 

varying systems described using the polyhedron which is formatted by the maximum or minimum values of the 

transition function in the neural net. Then，the multiple parametric programming based on combination of the on-line 

and off-line is utilized to obtain the explicit model predictive control systems. Finally，an example is presented to 

illustrate the effectiveness of our method. The results show that the developed method can describe the nonlinear system 

effectively, and improve the control performance. 
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模型预测控制算法是处理多变量带约束系统最优

控制问题的最有效的方法之一[1]，如今国内外对线性

系统的模型预测控制在理论上以及应用中都已非常成

熟。但随着社会工业产品精度的提高以及环境、工艺

等的限制，所以对带约束的非线性预测控制算法做进

一步研究十分必要。 

有些非线性系统可以用线性化模型来近似，再通

过反馈校正来调整模型的失配。但绝大多数强非线性

系统使用上述方法都不能达到很好的控制效果，有时

甚至不能保证系统的稳定性。为更好的描述非线性系

统，文献[2]通过泰勒级数对系统线性化，采用对每个

偏导数取最大最小值的方法构造多面体，但这种方法

在线计算量比较大且有很大的保守性。文献[3]应用神 
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经网络对非线性系统输入输出进行辨识，将非线性系

统描述成一个线性广义预测模型。但广义预测模型属

于经典预测控制范畴，很难对它进行稳定性分析。 

本文考虑一类非线性系统，采用神经网络和显示

模型预测控制[4-7]相结合的方法将显示模型预测控制

应用到非线性领域。首先，通过神经网络与线性微分

包含相结合的方法把非线性系统转换成多面体描述的

线性时变系统，然后把多参数规划方法引入到线性时

变对象的约束优化控制问题的求解中，建立显式模型

预测控制系统，通过离线与在线综合的方法，离线时

利用约束条件对系统进行区域划分并得到控制率的显

式解，在线时将滚动优化过程转化为控制率查表过程，

从而可以提高在线的计算速度，使得系统获得更好的 
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实时性,扩展了模型预测控制的应用范围。 

 

1 系统线性化 
( 1) ( ( ))k f k+ =x x  

0(0)x x=                    (1) 

式中 f 是一定非线性函数且 2 次连续可微的，

(0,0) 0f = ， ,n mx R u RÎ Î 分别是状态向量和输入向量,

系统的控制输入约束满足: 

k kFx Gu f+ £                  (2) 

由于神经网络（简称 NN）在处理非线性方面具

有很大的优势，它通过不断调整内部的权值可以任意

精度逼近任何非线性[8]。对于上述非线性系统(1)我们

可以通过如图 1 的神经网络神经结构来转化成多面体

描述的线性系统。 

 

 

 

 

 

 

 

图 1 神经网络模型 

 

为了叙述简洁我们讨论单输入单输出的情形，应

用含 3 个神经元的前向神经网络来逼近非线性系统，

, ,w v f 分别是 NN 中的权值，神经元以及转移函数。 

1 1 ( ) 1,2,3i iv w x k i= =             (3) 

21 21 11 11 22 12 12

23 13 13

( ) ( )

( )

v w f v w f v

w f v

= +

+
           (4) 

21 21( 1) ( )x k f v+ =                 (5) 

定义 1：对于隐含层和输出层中各个神经元其转

移函数为: 

2
( ) 1

1 exp( )
f v

v
q

= -
+ -

             (6) 

1 2( ) , 0g v f v g v v£ £ >  
 

其中 1 min ( ) 0
v

g f v¢= = ， 2

0.5
max ( )

v
g f v

q
¢= = 。 

考虑极大-极小微分中值原理，所有转移函数可以

转换成如下形式： 

1 1 1 1 2 2 1

21 21 41 1 42 2 21

( ) ( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( ) )
i i j j if v h k g h k g v

f v h k g h k g v

ü= + ï
ý

= + ïþ
     (7) 

其中 0jih ³ ，
2

1

1ji
i

h
=

=å 1,2,3,4j = 。把式（3），（4），（7）

代入（5）可以得到： 

4 3 2 1
4 3 2 1

2 2 2 2

4 3 2 1
1 1 1 1

ˆ ( 1) ( )i i i i
i i i i

k h h h h A x kn

Ù

= = = =

+ = åå ååx        (8) 

令 1 11 12 13[ ]TW w w w= , 2 21 22 23[ ]W w w w=  

定义 2： 

4 3 2 1
4 3 2 1

2 2 2 2

4 3 2 1
1 1 1 1

( ) i i i i
i i i i

A k h h h h An
= = = =

= å å åå          (9) 

4 1 2 3

1 2 3 4 1 2

1 2

( , , , , , )

[ ] T
i i i i

A i i i i W W

h h h h W W
n = F

= ·
           (10) 

式中 4
1 2 3 4{[ ] | {1,2}, 1,2,3,4}ji i i i R i jn = Î Î = 。对于

多输入/多输出情形，推导基本相同，只是 ( ),A k An 均为

矩阵形式，由此神经网络逼近非线性系统式（1），得

到线性时变形式： 

( 1) ( ) ( )x k A k x k+ =          (11) 

( )A k 与权值 1W , 2W 及 1i ， 2i ， 3i ， 4i 不同组合所决定的

kh 有关。 

 

2 显式模型预测控制器设计 
引入控制作用，考虑下一类线性时变系统: 

1 ( )k k k kx A x Buq+ = +         (12) 

由上文知参数 kq 是在线测的且: 

[ ]

1

: 1
n

n j
k k k

j

q
qq q q+

=

ì üï ïÎ Q = ÎÂ =í ý
ï ïî þ

å     (13) 

将参数矩阵表示为基于多面体的仿射形式： 

1

( )
n

j j
k

j

A A
q

q q
=

= å            (14) 

式中 jA 是多面体的第 j个顶点.为了确保系统的稳定性

加入终端约束: 

{ }:xnf
k N k N k Nx x R F x fc+ + +Î = Î £      (15) 

针对上述线性时变系统我们要求出它的最优状态

11w

12w 12f
21f

1y

13f

11v

12v

13v

21v

21w

22w

23w13w
1x

11f



2012 年 第 21 卷 第 8 期                       http://www.c-s-a.org.cn                      计 算 机 系 统 应 用 

 Research and Development 研究开发 87

反馈显式控制律： 

( , )k k k ku u x q=               (16) 

为了简化符号记 1: { ,... }un
k k kU u u= ，求解控制率就是求解

如下优化控制问题： 

*( ) min ( , )
k i

i k i i k i k i
u

J x J x u
+

+ + +=            (17a) 

. .s t  

1( ) i
k k i k i

k i k i

A x Bu

Fx Gu f

q c
+

+
+ +

+

+ Î

+ £ìï
í
ïî

              (17b) 

*
1

( , ) max{|| || || ||

( ( ) )}
k

i k i k i k i p k i p

i k k i k iA

J x u

x

Q

BJ u

x Ru
q

q

+ + + +
ÎQ

+ ++

= +

+ +
  (17c) 

式中 1,..., 1i N= - ,对于极限情况: 

* ( ) || ||N k N k N pJ x Px+ +=             (18a) 

N fc c=                    (18b) 

为了确保上式（17a）-（17c）的可行性定义 ic ： 

1

{ | , ( , ( )

, }

xni
k k k

i
k k

x u Fx Gu f A x

Bu

c q

c q+

= Î Â $ + £

+ Î Î Q
 

首先我们需要证明上述优化问题可以转化为基于

多面体顶点的多参数线性规划的凸优化问题。 

  定理 2.1 设 : zn nJ Â ´ Â ® Â 是一个关于 ( , )z x 的

凸的分段仿射函数，则多参数优化问题： 

*( ) min ( , )
z

J x J z x=        (19a) 

   . .s t  

Cz c Sx£ +                   (19b) 

就是一个多参数线性规划。 

  式中 znz ÎÂ 是优化向量， xnx ÎÂ 是参数向量，
zng ÎÂ ， c zn nC ´ÎÂ ， cnc ÎÂ ， c xn nS ´ÎÂ 是约束矩阵。 

证明：因为 J 是一个凸的分段仿射函数，有

1,...
( , ) max{ }j j j

j s
J z x L z H x K

=
= + + [9]。这样容易得到多参数线

性规划
,

min
z e

：Cz c Sx£ + ， , 1,...,j j jL z H x K j se+ + £ = 。 

引 理 2.1 设 : xz n nnf qÂ ´ Â ´ Â ® Â 和

: gxz nn nng qÂ ´ Â ´ Â ® Â 对于每一个 ( , )z x 关于 ( , , )z x q 的

函数在q 上都是凸的，假设变量q 属于多面体域Q ， 

1

N

i
j

q

q
=

ì ü
í ý
î þ

是多面体的顶点，则有极小-极大多参数规划问题： 

*( ) min max ( , , )
z

J x f z x
q

q
ÎQ

=         (20a) 

. .s t ( , , ) 0g z x q q£ " Î Q          (20b) 

等价于多参数规划优化问题： 

*

,
( ) min

t z
J x t=                    (21a) 

. .s t  ( , , ), 1,...,jt f z x j Nq
-

Q³ =        (21b) 

( , , ) 0, 1,...,jg z x j Nq
-

Q£ =            (21c) 

证明：因为求解一个凸函数的极值点，这个极大值点

肯定是多面体的顶点。 

由上述引理我们得到，如果 f 是关于 ( , )z x 的凸的

分段仿射如
1,...,

( , , ) max { ( ) ( ) ( )}j j j
j s

f z x L z H x Kq q q q
=

= + + 且

对 所 有 的 q ÎQ ， g 是 ( , )z x 的 线 性 函 数 ，

( , , ) ( ) ( ) ( )g g gg z x d K d L d x H d z= + + ( ( )gK · ， ( )gL · , ( )gH · ，

( )jL · ， ( )jK · ， ( )jH · 都是凸函数)，那么式（20）的极

小-极大多参数规划问题就等价于多参数线性规划问

题。 

由于上述优化问题可以表示为基于顶点的多参数

线性规划问题，这样我们设未来的控制率可表示为仿

射形式： 

1

n
j j

k k k
j

u u
q

q
=

= å                    (22) 

上式中 ( )j
ku x 是第 j 个多面体顶点的控制率，因此

可以把系统描述成如下形式： 

1
1

( )
n

j j j j
k k k k

j

x A x B u
q

q+
=

= +å       (23) 

  因为未来时刻的时变矩阵参数序列是不可测的，

所以当 1j N= - ，在闭环 MPC 通道我们需要考虑最坏

的情况， 因为把控制率表示为仿射形式所以消去了时

变参数对优化问题的影响，所以优化问题可以表示为

多参数线性规划形式： 

1

*
1 1 1 1 1( ) min ( , )

k N
N k N N k N k N

u
J x J x u
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1 1 1 1

1

1

1

( , ) max{|| ||

) || }

|| ||
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k

N k N k N k N p k N p

j j
k N k N pA

J x u

B

Q

x u
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P

q
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然后每一步我们将 1k ix + + 带入 *
1iJ + ，这样去迭代知

道 kq 可测。 

动态规划的最后一步也就是优化的第一步不同于

上述的过程，因为此时的参数序列 kq 可测，这个信息

要被带入去计算我们之前所考虑的最坏情况，因此 kx

和 kq 的优化问题可表示成： 

* *
1( , ) min || || ( , )k k k p k kJ x Ru J xq q= +         (25) 

上式是一个关于 kx 和 kq 的双线性问题，为了解决这个

双线性问题我们令： 

1

( )
n

j j
k k k

j

z A x
q

q
=

= å               (26) 

所以： 

1k k kx z Bu+ = +                 (27) 

带入（27）式我们就可以获得关于 kz 和 ku 的分段仿

射函数，这样就可以求得显示控制率。以上过程均

是离线完成即把模型预测控制的滚动优化过程转化

为离线完成。这样在线时，我们只需根据每一步的

状态量 kx 和可得的参数序列 kq 来计算出 kz ，并确定

此时状态所在的区域，通过查表就可以就可以得到

控制输入量 ku 。 

 

3 仿真 
考虑一个带正弦函数的非线性系统： 

1 1

2 1 2

( 1) ( ) ( )

( 1) sin ( ) ( ) ( )

x k x k u k

x k x k x k u k

+ +é ù é ù
=ê ú ê ú+ + +ë û ë û

       (28) 

首先用误差反向传播算法选取转移函数的最小最

大值分别为 0，1 来逼近非线性函数 1sin ( )x k 计算得到

vA ，那么： 

( 1) ( ) ( ) ( )vx k A A x k u k+ = + +             (29) 

式中
1 0

0 1
A

é ù
= ê ú

ë û
,取权重矩阵Q I= , 0.1R = 输入约束为 

5 5u- £ £ ，状态约束
8 10

( )
8 10

x k
-é ù é ù

£ £ê ú ê ú-ë û ë û
， P Q= , 4N = ， 

应用MPT[10]和YALMIP[11]工具箱对多面体描述系统进

行区域划分与代价函数的关系如图 2 所示： 
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图 2 MATLAB 离线区域划分 

 

如图 2 所示，离线时将状态区域划分成 31 多面体

域并得到了每个子区域所对应的控制率的显式表达

式，在线时设系统的初始状态为 0 [2 0.5]Tx = ，系统的

状态跟踪曲线和控制输入曲线分别为： 
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图 3 系统状态跟踪曲线 
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图 4 系统控制输入曲线 

 

4 结语 
基于神经网络的非线性模型显示预测控制针对非

线性控制系统，具有强大的生命力。它以神经网络为

桥梁把非线性系统转化为基于多面体描述的线性时变

系统，从而把显示预测控制的应用扩张到了非线性领

域，获得了适用于原非线性系统的控制律。与传统的

非线性预测控制算法相比，上述方法将大部分在线求

解控制律的运算转化为离线完成，在线时只需查找状

态所在区域即可得到控制作用，大大提高了控制效率， 

(下转第 104 页) 
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而且从仿真效果来看，这样获得的控制律依然能够得

到较好的控制效果。 
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