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摘　要: 网络连接数据的统计推断问题已成为近年来统计学研究的热点问题. 传统模型中样本数据间的独立性假设

通常不能满足现代网络连接数据的分析需求. 本文研究了网络连接数据中每个节点的独立效应, 并借助融合惩罚的

思想, 使得相互连接节点的独立效应趋同. 同时借助仿变量方法 (Knockoff)仿冒原始变量的数据依赖结构、构造与

目标变量无关的属性特征, 提出了针对网络连接数据进行变量选择的仿变量方法 (NLKF). 从理论上证明了 NLKF
方法将变量选择的错误发现率 (FDR) 控制在目标水平. 对于原始数据协方差未知的情形, 使用估计的协方差矩阵

仍具有上述良好的统计性质. 通过与传统变量选择方法 Lasso对比, 说明了本文方法的可靠性. 最后结合因子投资

领域 2022 年 1–12 月中国 A 股市场 4 000 只股票的 200 个因子数据及每只股票所属申万一级行业构造的网络关

系, 给出模型的应用实例.
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Abstract: The statistical inference of network data has become a hot topic in statistical research in recent years. The
independence assumption among sample data in traditional models often fails to meet the analytical demands of modern
network-linked data. This work studies the independent effect of each network node in the network-linked data, and based
on the idea of fusion penalty, the independent effect of the associated nodes is converged. Knockoff variables construct
covariates independent of the target variable by imitating the structure of the original variable. With the help of Knockoff
variables, this study proposes a general method framework for variable selection for network-linked data (NLKF). The
study proves that NLKF can control the false discovery rate (FDR) at the target level and has higher statistical power than
the Lasso variable selection method. When the covariance of the original data is unknown, the covariance matrix using the
estimation still has good statistical properties. Finally, combining the 200 factor samples of more than 4 000 stocks in the
A-share market and their network relations constructed by Shenyin Wanguo’s first-level industry classification, an
example of the application in the field of financial engineering is given.
Key words: network-linked data; variable selection; Knockoff method; false discovery rate (FDR)

网络连接数据即为包含数据点之间关联信息的网

状结构数据. 1991年, CERFNet、PSINet及 AlterNet商

业化, 世界步入互联网时代. 随着计算机技术的发展和

物联网的广泛应用, 数据的增长速度和应用范围已达
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到前所未有的高度. 根据思科 (Cisco) 的 2023 年全球

网络趋势报告, 全球数据流量在过去 5 年中增长了近

4倍. IDC预测到 2025年将达到每年 163 ZB[1]. 伴随数

据量的爆炸式扩张, 数据的种类和结构也日益多元化.
不止单个人或物的属性信息被详细记录, 人与人、人

与物的关联信息也被以网络结构记录下来. 常见的数

据网络包括社交网络、电力网络、生物网络、病毒传

播网络、道路交通网络等. 网络数据的记录为其统计

分析提供有效的增量信息[2]. 例如, 在社交网络中, 对用

户之间互动模式的分析, 可以深入理解社会趋势和信

息传播机制[3]. 在生物信息学领域, 对网络数据的分析

有助于揭示生物分子间的相互作用, 从而推动对疾病

机理的理解和新药的开发[4]. 在金融领域, 对资产之间

网络关系的分析, 可以更好地理解市场风险和指导投

资决策[5]. 在物联网技术中, 网络分析对于提高系统效

率和设备安全也至关重要.
面对如此快速增长和多样化的数据环境, 各领域的

模型和方法也在迅速演变. 传统的统计模型, 如基于独

立同分布假设的模型, 面临着新的挑战. 这些模型往往

假设数据点之间是独立的, 但在网络连接数据中数据点

之间的相互关联和依赖是核心特征. 因此需要新的分析

方法来解读这些复杂的关系, 尤其是在面对网络数据的

多维特征和动态关联时. 这种转变要求各领域不断创新,
开发出能够有效处理网络连接数据的新方法和技术. 网
络连接数据的建模和有效利用已成为当前计算机科

学、社会科学和统计学等多个领域的重点研究方向之一.
现有的网络连接模型的研究, 根据研究方向的不

同, 可分为两类. 一类聚焦于识别关系数据中隐含的网

络结构, 例如机器学习领域的社区检测[6], 研究了如何

在复杂网络中识别出具有紧密联系的节点群组. 另一

类旨在发展一般的数据分析框架以利用网络数据进行

回归和预测. 网络连接数据的回归问题被关注初期, 一
些学者针对某些特定情况下的网络结构加以利用, 例
如自回归模型[7]及它的变体组间交互效应和组间固定

效应模型[8]. 这些模型先假定网络对数据分析的影响的

具体形式, 比如内生效应、外生效应或是相关效应等,
之后将研究的重点放在效应的识别上. 融合惩罚的提

出为网络连接数据的统计处理提供了新的视角. 这一

思想最初由 Stephanie等[9]和 Tibshirani等[10]引入, 旨在

缩减网络分析中相互关联节点之间回归系数的差异,
被视为点估计的回归版本, 或是在贝叶斯框架中被视

作马尔可夫随机场的先验回归. 基于这一理论基础, Li
等[11]提出网络一致性模型, 为网络连接数据回归分析

提供了一个创新而实用的框架.
针对网络连接数据的复杂性, 一个关键的任务是

如何从庞大的网络数据中提取出最有意义的特征. 这
不仅涉及识别数据点间的关联关系, 还要理解这些关

系如何影响整体网络的行为和性质. 在这个过程中, 变
量选择[12]成为一个重要的环节, 它有助于简化模型, 增
强其解释性和预测能力. 例如, 在计算机科学领域许多

实际应用如自然语言处理[13]、图像识别[14,15]和推荐系

统[16]等都涉及大量特征, 并非所有特征都对最终任务

有实质性贡献. 有效的变量选择方法能显著提高模型

效率和性能, 有助于更深入地理解和利用网络结构数

据. 近些年涌现了许多创新的变量选择方法, 包括了经

典的前向选择、后向选择、逐步回归[17]以及基于正则

化的方法, 如 Lasso、岭回归和弹性网[18–20]等. 机器学

习技术[21,22]也为变量选择提供了广泛思路.
在现有的网络连接数据变量选择研究中, 通常采

用基于 p 值的方法, 但面临着明显的局限性. 这主要是

因为网络连接数据通常具有高度的结构依赖性和复杂

性, 传统的基于 p 值的变量选择方法大多建立在数据

点相互独立的假设之上. 在这种情况下, p 值方法无法

准确反映变量之间的真实关系, 尤其是在面对高维网

络数据时, 这种方法很容易导致错误的发现, 从而影响

模型的准确性和可靠性.
Benjamini 等[23]最早引入错误发现率 (false dis-

covery rate, FDR)的概念, 用于描述在所有选出特征中

错选比例的期望. 2015 年 Barber 等[24]提出 Knockoff
仿变量方法以有效地控制多重假设检验中的错误发现

率 (FDR), 对于避免过度发现与伪发现相关问题具有

重要意义. Knockoff 仿变量方法通过构建用作控制变

量的独立于原始变量的仿冒变量, 模仿原始协变量的

依赖结构. 通过比较原始变量与仿冒变量的表现情况,
挑选出真正与响应变量相关的特征. 为了适应因变量

对协变量的任意依赖结构, Candes 等[25]在一般高维非

线性模型中引入 Knockoff框架, 提出Model-X Knockoff
方法. Fan 等[26]在 Model-X Knockoff 模型的基础上做

了改进, 将 Knockoff 方法拓展到协变量的联合分布未

知的情况, 提出Knockoff变量选择框架下的 RANK方法.
为了克服相互依赖数据无法精确计算 p 值这一局

限性, 本文提出一种基于错误发现率控制的网络连接

2024 年 第 33 卷 第 5 期 http://www.c-s-a.org.cn 计 算 机 系 统 应 用

Special Issue 专论•综述 29

http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn


数据变量选择方法 (NLKF). NLKF 方法通过模拟原始

数据的结构创建原始特征的“Knockoff 特征”, 并利用

网络内聚性惩罚机制, 使相互连接的节点在独立效应

上趋于一致, 进而挑选出与目标变量相关的重要特征.
文章从理论和实验两方面说明本文提出的 NLKF方法

能够将网络连接数据变量选择的错误发现率控制在预

设水平. 该方法不依赖于网络结构的先验信息, 广泛适

用于网络数据分析的实际应用场景. NLKF 方法在处

理复杂和高维数据方面表现出色, 能够更有效地满足

现代数据分析的需求. 

1   具有 FDR 控制的网络连接数据变量选择

方法

β

在实际回归及预测问题中, 通常只有少数几个样

本属性与目标变量相关. 在线性模型问题中, 意味着回

归系数向量 中只有少数几个分量是非零的. 本文研究

的核心问题在于设计有可靠性保证的网络连接数据的

变量选择方法——网络连接数据仿变量方法 (NLKF). 

1.1   模型设定

考虑下面一个网络内聚性回归模型:

Y = α+Xβ+ε (1)

α = (α1, · · · ,αn)T ∈ Rn n

αi, i ∈ [1,n]

Y = (y1, · · · ,yn)T ∈ Rn X = (x1, · · · , xn)T ∈
Rn×p n× p xi i p β =

(β1, · · · ,βp)T ∈ Rp p ε n

E(ε) = 0 Var(ε) = σ2I

其中, 截距项 是未知的 维独立节

点效应向量,  为节点间各不相同的点效应.
是 n 维响应变量, 

是 维设计矩阵 ,   是第 个 维协变量 ,  
是未知的 维系数向量,  是 维误差

向量, 且 ,  .
G G =

(V,E) V = 1,2, · · · ,n G E ⊂ V ×V G
A ∈ Rn×n G

u v (u,v) ∈ E Auv = 1 u

v (u,v) < E Auv = 0 G
Auv = Avu

v ∈ V Avv = 0 D G D =

diag(d1,d2, · · · ,dn) du u du =
∑
v∈V

Auv

L G L = D− A

无向连接图 记录数据间的网络连接信息. 
,  为 的顶点集,  为 的边

集. 连接矩阵 记录连接图 的节点关系信息.
当节点 、 相连 ,  即 时 ,   ;  当节点 、

不相连, 即 时,  . 对于无向连接图 , 连
接矩阵满足 . 同时假定在连接图中没有环, 即
对于任意 有  .  为连接图 的度矩阵, 

.  其中 为顶点 的度 ,   .

为连接图 的拉普拉斯矩阵,  .
xi, i ∈ [1,n]

αi, i ∈ [1,n] n α

上述模型中, 网络数据节点 的节点效应

为模型增加了 个未知参数. 在不对 的结

构做任何假设的情况下, 引入网络内聚性惩罚, 认为相

互连接的网络节点应具有相似的节点效应. 即引入包

αTLα含网络内聚性惩罚 的损失函数:

Loss(α,β) = ∥Y− [XX̃]b−α∥2+µαTLα+λ || b||1 (2)

λ µ || · ||1 L1 L

α = {α1, · · · ,αn}T

β = {β1, · · · ,βp}T

其中,  和 为惩罚系数,  为 范数,  为数据网络

结构的拉普拉斯矩阵,  为节点效应向

量,  为模型回归系数.

αTLα网络内聚性惩罚项 可以写成更直观的形式:

αTLα =
∑

(u,v)∈E
(αu−αv)2

α

由上式可知, 网络内聚性惩罚思想, 是通过惩罚相

互连接的节点之间的差异, 使得相互连接节点的独立

效应 趋于相同. 

1.2   网络连接数据的变量选择方法 (NLKF)
X

Y X̃ ∈ Rn×p

为协变量 构建模仿其内部依赖结构且与目标变

量 无关的 Knockoff特征 如下.

X = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn×p

定义 1. Network-Knockoff 特征. 对于网络连接数

据 , 定义其 Network-Knockoff

变量为:

X̃ = (x̃1, · · · , x̃n) ∈ Rn×p (3)

x̃i, i ∈ [1,n]其中,  独立产生于条件分布:

x̃i|xi ∼ N(Cxi,B2)

C = Ip−diag{s}Ω

B = (2diag{s}−diag{s}Ωdiag{s})1/2

Ω X其中,  为网络连接数据 的精度矩阵.
(xT

i , (x̃i)T)T由上述定义可知 2p 维随机向量 独立同

分布于均值 0, 协方差如下的高斯分布:
cov(xi) = Σ0

cov(xi, x̃i) = Σ0C
cov(x̃i) = B2+CΣ0CT

X̃ = XCT+ZB2,Z
i.i.d.∼ N(0,1) Ω−1−2−1diag{s}则 . s 取 为

正定的尽可能大的值.

Ω−1

实际应用中, 一种更符合实际的情况是网络连接

数据的协方差未知, 需要提前估计数据的协方差 .
本文方法对于估计的协方差矩阵同样适用.

β求解式 (1)中 为:

β̂(λ)= argmin{∥(Y−α)−[XX̃]T b̂∥22+µαTLα+λ∥b̂∥1} (4)

µ λ ∥ · ∥2 L2 ∥ · ∥1 L1

b̂ =
[
β̂T ˆ̃βT

]T
∈ R2p β̂T ˆ̃βT X X̃

L

其中,  和 为惩罚系数,  为 范数,  为  范数.

,  和 分别对应 和 的回归系数.

基于图拉普拉斯矩阵 的基本性质, 此时, 式 (4)可写为:

计 算 机 系 统 应 用 http://www.c-s-a.org.cn 2024 年 第 33 卷 第 5 期

30 专论•综述 Special Issue

http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn
http://www.c-s-a.org.cn


β̂(λ) =argmin{||(Y−α)− [X X̃]T b̂||22
+µ
∑

(u,v)∈E
(αu−αv)2+λ||b̂||1} (5)

变量选择的可靠性由错误发现率和统计功效

(Power)二者度量, 计算方法如下:

FDR := E

#
{
j : β j = 0 and j ∈ Ŝ

}
#{ j : j ∈ Ŝ }∨1

 (6)

Power := E

#
{
j : β j , 0 and j ∈ Ŝ

}
#
{
j : β j , 0

}  (7)

Ŝ ⊂ {1, · · · , p}
a∨b =max{a,b}

其中, “#{j:条件}”表示满足条件的 j 的数量, 

为被选出特征构成的集合,  . 由式 (6)
可知, FDR 定义为所有被选出特征中错选特征所占比

例的期望. 由式 (7) 可知, Power 定义为所有应选特征

中, 被模型正确选出的比例的期望. 本文方法的目标是

充分利用网络内聚性现象, 发现并选择与响应变量真

实相关的特征, 在正选比例 Power 足够高的前提下, 将
错选比例 FDR 控制在目标水平. 

1.3   构造 NLKF 统计量

W j S ⊆ {1, · · · , p} W j

构造一个服从充分性和反对称性质的一般统计量

. 对于任意  , 构造统计量 满足:

W j([X X̃]swap(S ), y) =W j([X X̃], y) ·
{
+1, j < S
−1, j ∈ S (8)

[X X̃]swap(S ) [X X̃] X j, j ∈ S

X̃ j j ∈ S

其中,  表示交换矩阵 的 列和

,  列.
b̂ = [β̂T ˆ̃βT]T ∈ R2p

NLKF

式 (1)的回归系数 , 可构造满足上

述条件的网络连接数据回归模型的 方法统计量为:

W j = |b̂ j| − |b̂ j+p|, j ∈ {1, · · · , p} (9)
 

1.4   计算统计量的阈值

W j, j ∈ [1, p] |W j|

q T

将上述统计量 按照 从大到小依次

排列, 寻找能够识别相关特征的特征统计量的最小值.
预先指定错误发现率 , 定义 NLKF方法的阈值 如下:

T =min
{

t ∈W :
#{ j : W j ⩽ −t}

#{ j : W j ⩾ t}∨1
⩽ q
}

(10)

W = {|W j| : j = 1, · · · , p} W j

T q

T = +∞

其中,  . 因统计量 具有反对称

性, 式 (10)将 定义为使错误发现率控制在指定值 以

内的最小统计量的值. 当上述集合是空集时, 取 .
T+为使 FDR 被更好地控制, 定义一个修正的阈值 :

T+ =min
{

t ∈W :
1+#{ j : W j ⩽ −t}
#{ j : W j ⩾ t}∨1

⩽ q
}

(11)

T+ = +∞
T+ NLKF+

当上述集合是空集时 ,  取 .  将使用阈值

进行特征选择的方法为 方法.
NLKF+ NLKF

NLKF+ T+
NLKF T

由式 (10) 和式 (11) 知,  方法比 方法

选出的集合更保守, 因为 方法的边界值 总是

高于 方法的边界值 .
NLKF方法可选出特征集合:

Ŝ = { j : W j ⩾ T }

NLKF+方法可选出特征集合:

Ŝ + = { j : W j ⩾ T+}

q NLKF NLKF+

W T T+
NLKF

q

设置目标 FDR 水平为 ,   ( ) 方法通

过模仿原始特征的内部依赖构造与目标变量无关的

Network-Knockoff特征. 使用式 (2)中提出的网络内聚

性惩罚函数, 求解网络内聚性回归模型式 (1), 得到模

型参数的估计. 借助参数估计值依次计算 NLKF 统计

量 及其对应的阈值  ( ), 进行网络连接数据的变

量选择. 下文从理论和实验两个方面, 证明 方法

能够将网络连接数据变量选择方法的 FDR 控制在预

设水平 . 

2   理论性质

本节从理论上证明 NLKF 方法对变量选择 FDR
的控制. 这一证明过程说明了本文方法的统计可行性,
为网络数据特征筛选的可信度提供保障. 

2.1   错误发现率控制在目标水平

首先, 介绍两个关键引理.
S ⊂ {1, · · · , p}引理 1. 对于任意集合  :

[X X̃]T
swap(S ) A[X X̃]swap(S ) = [X X̃]T A[X X̃]

j ∈ S X j X̃ G = [X X̃]T

A[X X̃] A = In− (In+λL)−1

即为, 对于任意 交换 和 , Gram 矩阵 
不变. 其中 , L为网络连接数

据的拉普拉斯矩阵.
W j = |b̂ j| − |b̂ j+p|, j ∈ {1, · · · , p}

NLKF (|W1|, · · · , |Wp|)
W j, j ∈ S c

0

S c
0

引理 2. 记 为式 (9)中

定义的 统计量, 在已知 时, 与目标

变量无关的变量对应的 NLKF 统计量 的正

负性服从标准二项分布. 其中 为无关变量下标集.

引理 2的证明见附录 A.
基于上述引理, 可给出本文关键的错误发现率控

制定理及其证明如下.
W j, j ∈ [1, p]

q

定理 1. FDR 控制定理. 对于统计量 , 给
定 为 FDR 的目标水平. 网络连接数据的变量选择方
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T =min
{

t ∈W :
#{ j : W j ⩽ −t}

#{ j : W j ⩾ t}∨1
⩽ q
}
, NLKF

Ŝ = { j : W j ⩾ T },

法的阈值

挑选出的特征集 可以将 FDR 控制在目

标水平, 即:

E
#{ j : β j = 0 and j ∈ Ŝ }

#{ j : j ∈ Ŝ }+1/q

 < q

W = {|W j| : j = 1, · · · , p}

T+ =min
{

t ∈W :
1+#{ j : W j ⩽ −t}
#{ j : W j ⩾ t}∨1

⩽ q
}
, NLKF+

Ŝ + = { j : W j ⩾ T+}

其中 ,   .  对于一个保守的阈值 ,

 挑选

出的特征集 , 可以将 FDR 控制在目

标水平, 即:

E
#{ j : β j = 0 and j ∈ Ŝ }

#{ j : j ∈ Ŝ }∨1

 < q

W = {|W j| : j = 1, · · · , p}其中,  .
W j

W j

T =min
{

t ∈W :
#{ j : W j ⩽ −t}

#{ j : W j ⩾ t}∨1
⩽ q
}
,

|W1| ⩾ |W2|, · · · , |Wp−1| ⩾ |Wp|
FDR ⩽ q T t = |Wp|

t = |Wp−1| t

FDR(t) ⩽ q

t = T t = 0

p0 Y = #{β j = 0 and W j ⩽ 0}

证明: 由引理 2可知, 统计量 的符号是独立同分

布的. 计算统计量 之后, 必须选择一个数据依赖的边

界值:  不失一般

性地假定  , 寻找一个使得

的最小边界值 . 从统计量的最小值 开

始测试, 然后逐步测试 , 当测试到一个 值满

足 时停止. 通过可选停时定理, 上鞅在随机

时间 的期望值受其在时间 的期望值限制: 令
为空特征的数量并写出  , 其

中“#”表示计数, 有:

E
[

#{ j : β j = 0 and W j ⩽ −T }
1+#{ j : β j = 0 and W j ⩾ T }

]
⩽ E
[

#{ j : β j = 0 and W j ⩽ 0}
1+#{ j : β j = 0 and W j ⩾ 0}

]
= E
[

Y
1+ p0−Y

]
⩽ 1

sign(W j)
i.i.d.∼ {±1} j Y = #{ j :

β j = 0 and W j ⩽ 0} (p0,
1
2

)

由于 中 为空特征, 因此 

为服从二项分布 的随机变量.

FDR = E
[
#{ j : β j = 0 and W j ⩾ T }

#{ j : W j ⩾ T }∨1

]
= E
[

#{ j : β j = 0 and W j ⩾ T }
1+# j : β j = 0 and W j ⩽ −T

·
1+#{ j : W j ⩽ T }
#{ j : W j ⩾ T }∨1

]
⩽ E
[

#{ j : β j = 0 and W j ⩾ T }
1+# j : β j = 0 and W j ⩽ −T

·q
]
⩽ q

定理 1 说明了本文方法能确保所选特征集合的

FDR 维持在预定的目标之内, 为变量选择的可靠性和

网络数据分析的可重复性提供了保证. 由第 1 节可知,

NLKF NLKF+

2× p

 ( )方法中统计量的计算涉及原始变量回

归系数与 Network-Knockoff 变量的回归系数共计

个参数, 网络连接数据各节点独立效应的引入又

为模型新增了 n 个未知参数. 为说明模型式 (1)中解的

存在性, 引入如下定理.
定理 2. 解的存在性. 对于网络内聚性回归模型, 见

式 (1), 网络一致性惩罚的回归系数可求解为:

b̂ = (β̂T, ˆ̃βT)T = [X, X̃]T A[X, X̃]−1[X, X̃]T AY

A = In− (In+λL)−1其中,  , 是一个对称正定阵.

Loss(α,β) = ∥Y− [XX̃]β−α∥2+
∑

(u,v)∈E
(αu−αv)2+λ ||β||1

θ̂= (α̂,β̂)= (ZTZ+λM)−1ZTY Z= (In,X, X̃)

M =
[

L 0n×2p
02p×n 02p×2p

]

证明 :  求解模型式 (1) ,  最小化下方损失函数 :

,

可得:  , 其中,  ,

.

L+γI L γ为保证解一定存在, 使用 代替 ,  是一个很

小的正的常数. 

3   算法

在实际应用中, 我们经常遇到具有内部依赖性的

网络数据, 这类数据的复杂性使得传统的变量选择方

法难以有效处理. 为应对这一挑战, 本文第 1节提出了

一种新的方法, 即网络连接数据变量选择方法 (NLKF),
下文将详细阐述这一方法的具体实现流程.

NLKF NLKF+为网络连接数据变量选择的  ( ) 方法

设计算法如算法 1.

算法 1. NLKF算法

(X,y), L, λ, qFDR输入:  .
Ŝ⊂{1,··· ,p}输出:  .

Σ Ω=Σ−1

Ω̂

1) 给定协方差矩阵 求精度矩阵 . 当协方差矩阵未知时, 用
GLasso或 iSEE估计协方差阵, 求 .

X̃2) 根据定义 1, 构造 Network-Knockoff特征 :{
C=Ip−diag{s}Ω̂, B=(2diag{s}−diag{s}Ω̂diag{s})1/2

x̃i |xi∼N(Cxi,B2), X̃=(x̃1,··· , x̃n)∈Rn×p  

3) 引入网络内聚性惩罚函数, 即式 (2):
Loss(α,β)=∥Y−[XX̃]b−α∥2+µαT Lα+λ||b||1  

Y=α+Xβ+X̃β̃+ε求解模型 得:
b̂=(β̂T, ˆ̃βT)T=[X,X̃]T A[X,X̃]−1[X,X̃]T AY  

A=In−(In+λL)−1其中,  .
4) for j=1 to p do:

W j=|b̂ j |−|b̂ j+p | 
end

T T+5) 求阈值 和

Ŝ={ j:W j⩾T } Ŝ+={ j:W j⩾T+}.6) return  和
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X̃

X̃

Y = α+Xβ+ X̃β̃+ε α, β和 β̃

n, p, p

W T T+

当原始变量协方差结构已知时, 使用定义 1 构造

原始特征的 Network-Knockoff 特征 . 原始变量协方

差未知时, 先估计原始变量的协方差, 再构造 . 引入

原始变量的 Network-Knockoff 特征后, 模型 (1) 可更

直观地表达为 , 其中 分别

对应 个未知参数. 定理 2说明了模型式 (1)的解

的存在性, 计算方法如算法 1中的步骤 3). 基于模型求

解结果, 可依次计算特征统计量 及阈值  ( ) , 进而

挑选出目标变量的相关特征. 

4   数值模拟

NLKF
本节主要考察使用网络连接数据仿变量方法

( )在模拟数据上的方法表现. 为了更直观地评估

模型效果, 将本文方法与一般变量选择法 (network
cohesion Lasso, NCL)进行比较实验.

n

p K

(π1, · · · ,πK) K

模拟数据的网络结构由随机图模型生成, 共有 个

节点,  维属性,  个随机生成块. 各节点样本由参数为

的多元正态分布生成, 并独立分配给 个图

ci i = 1, · · · ,n Ei j 1 ⩽

i ⩽ j ⩽ n P(Ei j = 1) = Bcic j

K = 2 π1 = π2 = 1/2

Bkk = 0.8 Bkl = 0.2

块. 各个图块的标签为 ,  . 图形的边 , 
, 为 的 Bernoulli随机变量. 设置

,  , 同一图块内部节点相互连接的概

率 , 不同图块之间节点相互连接的概率 .
Xi N(0,ΣX)

β ∈ Rp

βsignal p− k

αi

N(ηci , s
2) ηci ci

ηc1 = −1, ηc2 = 1 s

s = 1

各个节点 独立取样自正态分布 , 构造一

个系数向量 , 其中随机选出 15 个的位置放置均

值为 的 15 个信号值, 其他 项的值为 0. 独立

节点效应 独立取样自均值与该节点所在图块相关的

正态分布 . 其中,  表示该节点所在图块 对

应的均值, 取 .  表示每个图块中个节

点的内聚性强度, 取 .
设置目标错误发现率 (FDR)水平为 0.2. 两类方法

NLKF和 NCL分别借助 R程序包“knockoff”和 “glmnet”
实现. 用 10折交叉验证的方法调优参数. 

4.1   数值模拟 1: 信号强度比较实验

βsignal

为观察信号强度的大小对实验结果的影响, 设置

的均值从 0.5 逐渐增加至 5, 分别在高维和低维

进行比较试验, 实验结果如图 1所示.
 
 

(a) FDR-信号强度 n=600 p=300
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(b) FDR-信号强度 n=400 p=600

beta_signal

1 2 3 4 5

(c) Power-信号强度 n=600 p=300

beta_signal

1 2 3 4 5

(d) Power-信号强度 n=400 p=600

beta_signal

Power_Lasso
Power_Model-X Knockoff
Power_NLKF

1 2 3 4 5

FDR_Lasso
FDR_Model-X Knockoff
FDR_NLKF

Power_Lasso
Power_Model-X Knockoff
Power_NLKF

 
图 1    不同信号强度下, NLKF、Model-X Knockoff与 Lasso变量选择效果图

 

实验结果可知, NLKF方法明显优于经典的Model-X

Knockoff 和 Lasso 变量选择方法. 低维弱信号强度情

况下, NLKF 方法的 Power 比 Model-X Knockoff 提高

0.1, 且随着信号强度的增强, 二者的 Power 有明显提

升, 且相比于 Lasso方法, NLKF方法能够将 FDR 控制

在目标水平. 高维弱信号强度情况下, NLKF 方法表现

与经典的 Model-X Knockoff 方法差别不大, 随着信号

强度的增强, NLKF 方法的 Power 明显优于 Model-X
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Knockoff和 Lasso变量选择方法. 

NLKF NLKF +4.2   数值模拟 2: 、 比较实验

ΣX,i j = 0.5|i− j|

Nϵ(0,1) ϵ

NLKF NLKF+

设置信号强度均值为 3.5,  , 数值模拟

结果见表 1. 其中,  表示误差项 服从均值为 0,
方差为 1的正态分布. 表 1显示, 使用 NLKF方法可以

将 FDR 控制在目标水平 (20%)以下, 并且 Power 值大

于 NCL 方法 .  相比于 方法 ,  改进的 对

FDR 的控制效果更优.
  

ΣX,i j = 0.5|i− j|表 1    数值模拟结果 1 ( )
 

参数 方法 FDR Power

n = 400, p = 150
Nϵ (0,1)

NLKF 0.190 0.973
NLKF+ 0.182 0.967

NCL 0.802 1

n = 400, p = 150
Nϵ (0,5)

NLKF 0.183 0.978
NLKF+ 0.174 0.967

NCL 0.434 1

n = 400, p = 600
Nϵ (0,1)

NLKF 0.197 0.996
NLKF+ 0.183 0.930

NCL 0.567 1
  

4.3   数值模拟 3: 泛化能力测试

ΣX,i j = 0.5+ I(i = j)×0.5设置信号强度均值 3.5,  ,
数值模拟结果见表 2. 表 2 显示, 在原始数据协方差为

不同结构时, NLKF 方法仍能够在 Power 足够高的情

况下, 将 FDR 控制在目标水平. 说明了本文方法具有

一定的泛化能力.
  

ΣX,i j = 0.5+ I(i = j)×0.5表 2    数值模拟结果 2 ( )
 

参数 方法 FDR Power

n = 400, p = 150
Nϵ (0,1)

NLKF 0.222 0.908
NLKF+ 0.168 0.897

NCL 0.593 1

n = 400, p = 150
Nϵ (0,5)

NLKF 0.221 0.900
NLKF+ 0.171 0.893

NCL 0.637 1

n = 400, p = 600
Nϵ (0,5)

NLKF 0.210 0.927
NLKF+ 0.189 0.873

NCL 0.634 1
 

NLKF NLKF+

3 个数值模拟分别从不同角度验证本文方法在数

据计算上的可行性、实用性和可靠性. 从模拟结果来

看, 本文提出的  ( ) 方法能够在较高的统

计功效 (Power) 下, 将错误发现率 (FDR) 控制在目标

水平, 显著优于不使用仿变量的传统 Lasso 变量选择

方法 (NCL). 

5   实际数据分析

使用沪深两市股票的因子数据及股票所属申万一

级行业构建的网络关系做实证分析. 因子是指在股票

市场中, 能够解释股票收益率的一些特定因素. 常见的

因子包括市场风险溢酬因子、市值因子、账面市值比

因子等. 使用因子来构建投资组合的方法有很多种, 其
中最常见的方法是基于因子收益率的方法. 具体来说,
首先根据投资需求制定投资目标. 然后从因子池中选

择合适因子、计算单因子对个股收益率贡献、进而基

于各个股票的因子表现来构建股票投资组合. 最后根

据自己的需求和风险偏好, 适时调整每个因子在投资

组合中的权重以适应市场变化. 其中, 能否从因子库中

选出对股票收益率具有更好解释性的因子直接决定了

后续投资的表现.

n = 4000 p = 200

GLasso

λ

q = 0.2 λ µ

本文使用 2022 年 1–12 月沪深两市的 4 000 只

A股 ( )的 200个因子 ( )作为实证数据

集. 旨在从中选出对股票收益率有影响的重要因子. 计
算过程中的协方差矩阵通过 的方法估计, 参数

用 5 折交叉验证调节. 因子频率有日度、周度和月

度, 此处选取月底日度数值, 并将空缺值用当月日均值

填补. 根据申万二级行业构建股票标的之间的网络关

系. 设置目标错误发现率水平 . 本文参数 和 使

用交叉验证使均方误差 (MSE) 最小的方法调整. 最终

特征选择结果记录见表 3.
对相同数据集使用 Lasso 变量选择方法可选出

54 个对当前收益率具有较强解释性的因子, 详情见附

录 B.
NLKF

NLKF+

NLKF NLKF+

对比 Lasso变量选择方法选出的 54个特征, 
( ) 方法选出的特征数量有明显降低 .  参考第

4 节数值模拟可知, Lasso 变量选择方法具有较高的统

计功效, 即 Lasso 方法能够有效地挑出与目标变量相

关的特征. 但 Lasso 方法在选出相关特征的同时也选

出较多无关特征, 表现为较高的错误发现率. 实证结果

表明, 与传统的变量选择方法 Lasso 相比, 本文提出的

和 方法在高统计功效的前提下, 错误发

现率明显降低.
2022年 12月, 食品饮料、酒店航空等消费行业呈

现了较为明显的复苏态势. 从分析结果中可以看到, 短
期反转、季节反转因子、波动性因子等都是影响 A股

股票收益率的关键因素. 并且, 公司本身的经营状况和

资产质地也是影响公司价值的重要指标, 因此流动资

产比总资产、资产周转率等指标也被视为重要变量被

挑选出来.
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表 3    实证结果记录表
 

NLKF NLKF+

1.流动资产/总资产 13.基于波段切割的动量 25.不可任意支配总应计费用 1.流动资产/总资产 13. 基于波段切割的动量

2.资产周转率 14.超买/卖因子(DDI) 26.调整后每股收益 2.资产周转率 14.超买/卖因子(DDI)
3.营业费用率 15.超买/卖因子(DBCD) 27.每股营业收入 3.营业费用率 15.超买/卖因子(DBCD)
4.股票周转率 16.超买/卖因子(DDI) 28.经营性现金流量率 4.股票周转率 16.超买/卖因子(DDI)
5.贸易周转率 17.趋势因子(VHF) 29.动量排序 5.贸易周转率 17.趋势因子(VHF)
6. 偏移量 18.波动因子(CVI) 30.股权集中度 6. 偏移量 18.波动因子(CVI)

7.前K月动量 19.总量因子(CHO) 31.弗拉齐尼·佩德森贝塔 7.前K月动量 19.总量因子(CHO)
8.短期反转 20.波动因子(RI) 8.短期反转 20.波动因子(RI)
9.季节反转 21.销售额比价值比率 9.季节反转 21.销售额比价值比率

10.时间序列动量 22.波动性因子 10.时间序列动量 22.波动性因子

11.总量因子(VO) 23.市场beta 11.总量因子(VO) 23.市场beta
12.反转因子(PSY) 24.系统偏度 12.反转因子(PSY) 24.系统偏度

 
 

6   结论与展望

2023 年 2 月, 《数字中国建设整体布局规划》明

确提出, 到 2025 年基本形成横向打通、纵向贯通、协

调有力的一体化格局, 数字中国建设取得重要进展. 到
2035 年, 数字化发展水平进入世界前列, 数字中国建设

取得重大成就, 同时要把中国数字化建设方面的技术和

资源大量输出到国外, 为推动全球数字化经济发展做出

重要贡献. “数据”作为新时代的“关键能源”, 将成为新时

代的重要生产力和发展引擎.

NLKF
NLKF+

NLKF+

本文将网络连接数据的融合惩罚和 Knockoff 思
想结合, 提出了针对网络结构数据变量选择的 和

方法. 从理论水平证明了这个方法对 FDR 的控

制能力, 并从模拟和实证两个方面验证了模型的有效

性. NLKF ( ) 方法适用于协方差矩阵未知的场

景, 在处理复杂、高维且具有关联结构的数据方面表

现出色, 能够满足当前网络连接数据分析的需求. 从
FDR 角度出发的数据分析, 在高维的、相互关联的数

据建模上也将有更多、更广泛的应用.
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附录 A. 引理 2的证明

S ⊂ S c
0对任意 是无关变量的子集, 由于:

y ∼ N(Xβ,σ2I)

可知:

[X, X̃]T
swap(S ) Ay ∼ N([X, X̃]T

swap(S ) AXβ,

σ2[X, X̃]T
swap(S ) A[X, X̃]swap(S ))

即得:

[X, X̃]T
swap(S ) Ay

d
= [X, X̃]T Ay

Wswap(S ) =

f ([X, X̃]T
swap(S ) A[X, X̃]swap(S ), [X, X̃]T

swap(S ) Ay)
d
= f ([X, X̃]T A[X, X̃], [X, X̃]T Ay) =W

引理得证. 

附录 B. 实证分析由 Lasso 方法选出的 54 个

因子

1. 流动资产比总资产, 2. 流动负债比总负债, 3. 长
期负债比率, 4. 不可任意支配总应计费用, 5. 财务质量

因子, 6. 应收账款周转天数, 7. 现金周转周期, 8. 每股

经营现金, 9. 资产经营现金流, 10. 营业费用率, 11. 股
本回报率, 12. 总营业费用, 13. 经营性现金流量率, 14.
研发费用比市场权益, 15. 研发增长年份, 16. 股票发行

量, 17. 换手率调整后成交量, 18. 条件流行性冲击, 19.
基于波段切割的动量, 20. 前 K 月动量, 21. 收入惊喜,
22. 短期反转, 23. 历史价格变动速度, 24. 价差, 25. 标
准化意外收益, 26. 剩余资本利得, 27. 季节性逆转, 28.
季节性, 29. 时间序列动量, 30. 趋势动量, 31. 顶级股东

分散率, 32. 股权集中度, 33. 技术指标动量/反转因子

(PSY), 34. 技术指标动量/反转因子 (EMV), 35. 偏移量

(BIAS), 36. 技术指标超买/超卖因子 (DBCD), 37. 技术

指标 (DDI), 38. 技术因子超买/卖因子 (ROC), 39. 技术

指标趋势因子 (VHF), 40. 技术指标波动因子 (CV), 41.
技术指标波动因子 (CVI), 42. 技术指标波动因子 (RI),
43. 技术指标总量因子 (CHO), 44. 技术指标总量因子

(KVO), 45. 技术指标总量因子 (VO), 46. 账面市值比,
47. EBITDA 比企业价值, 48. 销售额比企业价值, 49.
销售额比价格, 50. 有形资产变化, 51. 市场 beta, 52. 系
统偏度, 53. 弗拉齐尼·佩德森贝塔, 54. 尾部风险.

(校对责编: 孙君艳)
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