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摘　要: 由于微种群教与学优化算法的种群规模较小, 故其种群多样性很难维持. 为提高微种群教与学优化算法的

搜索性能, 提出了一种基于多源基因学习的微种群教与学优化算法 (micro-population teaching-learning-based
optimization based on multi-source gene learning, MTLBO-MGL). 在MTLBO-MGL算法中, 将教阶段和学阶段根据

随机选择策略来对个体进行基因水平上的进化操作; 并从基因层面上对种群多样性进行检测和使用稀疏谱聚类方

法对种群的每个维度进行聚类. 然后, 根据多样性检测和聚类结果, 选择不同的进化策略来提高所提算法的搜索性

能. 在 28个测试函数上, 通过将所提算法与其他 4种微种群进化算法作对比, 证明了所提算法的整体性能要显著好

于所对比的 4种算法. 本文还将所提算法应用于无人机三维路径规划问题, 结果表明MTLBO-MGL算法能够在该

问题上取得较好结果.
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Abstract: As the population size of the micro-population teaching and learning optimization algorithm is small, it is hard
to maintain its population diversity. To improve the search performance of the micro-population teaching-learning-based
optimization algorithm, a micro-population teaching-learning-based optimization algorithm based on multi-source gene
learning (MTLBO-MGL) is proposed. In MTLBO-MGL, the teaching stage and the learning stage are used to evolve
individuals at the gene level via the random selection strategy. Moreover, the population diversity is detected at the gene
level and the sparse spectral clustering is utilized to cluster the population on each dimension. Different evolutionary
strategies are selected to improve the search performance of the proposed algorithm based on the diversity detection result
and the clustering result. The performance of the proposed algorithm is compared with the other four micro-population
evolutionary algorithms on 28 test functions. The simulation results prove that the overall performance of the proposed
algorithm is significantly better than the other four compared algorithms. The proposed algorithm is also applied to solve
the UAV 3D path planning problem, and the results show that MTLBO-MGL can achieve better results on this scenario.
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教与学优化算法 (teaching-learning-based optimiza-
tion, TLBO)[1,2] 是一种简单且高效的新型智能优化算

法. 该算法是根据班级中教师传递知识给学生以及学

生间学习来进行模拟的 .  由于该算法有比较容易实

现、控制参数少等优点, 已经吸引了诸多学者去进行

更深入的研究. 该算法也已经被应用解决了很多实际

的问题. 比如求解非合作博弈纳什均衡问题[3]、定向过

流继电器的调度优化问题[4]、拥堵管理的实际发电问

题[5]、变压器故障诊断准确性优化问题[6] 等.
对于智能优化算法来讲, 大的种群规模可以使其

具有好的种群多样性; 但对硬件有一定的要求. 针对该

问题, 部分学者提出诸多基于微种群的进化算法. 比如,
Ren 等[7] 提出一种基于小种群的差分进化算法. 该算

法提出了改进的变异策略; 根据进化情况, 自适应的调

整扰动的强度, 实现了对局部开发和全局探索的平衡.
实验结果对比表明, 在减少种群规模的情况下, 所提算

法依然能保持种群的多样性, 且比差分进化算法有更

好的寻优能力. Cabrera等[8] 提出了一种基于小种群的

多目标粒子群优化算法, 该算法通过重新初始化和使

用两个外部存档信息来保持种群的多样性, 另外加入

了变异算子来提高算法的探索能力. 实验结果表明, 与
NSGA-II相比, 该算法能够提供更好的解. Olguin-Carbajal
等[9] 提出了光线搜索的微差分进化算法. 该算法将线

性搜索方法用到小种群的差分进化算法中, 用来解决

一组新的复杂函数, 结果表明, 所提算法在解决复杂函

数时能够获得比线性进化策略更好的性能. 范勤勤等[10]

提出了基于反向学习的微种群教与优化算法. 该算法

利用了小种群优势, 同时还在“教”阶段加入反向学习

生成新的个体来引导种群进化, 提高算法的全局探索

能力. 实验表明, 所提算法具有较快的收敛速度和较好

的寻优能力. 王筱薇等[11] 提出一种基于基因水平多样

性的微种群教与学优化算法. 利用基因层面上对种群

多样性测量结果, 选择合适的扰动策略以增加种群的

多样性, 仿真结果表明, 所提算法与其他 8种智能优化

算法相比, 其整体的性能更优.
对于微种群进化算法的种群多样性容易变差的问

题, 虽提出诸多性能优良的算法, 但很多是从个体层面

的多样性研究. 此外, 每个决策变量 (即基因水平)在种

群中的多样性表现是不一样的. 即, 个体水平的多样性

并不能反映整个种群的多样性. 其主要理由是若存在

决策变量过早收敛, 会对个体进化产生不利[11]. 因此,

对于微种群进化算法必须考虑基因水平的多样性. 基
于文献 [11], 本文提出一种基于多源基因学习的微种

群教与学优化算法 (micro-population teaching-learning-
based optimization based on multi-source gene learning,
MTLBO-MGL). 在所提算法中, 首先对教与学优化算

法进行改进, 提出了随机选择“教”或“学”阶段的策略,
并在随机选择“教”或“学”阶段之后使用改进的交叉策

略. 然后, 从基因层面对多样性检测和使用稀疏谱聚类

方法对种群的每个决策变量进行聚类; 并根据多样性

检测和聚类结果, 选择不同的进化策略来提高搜索性

能. 最后, 在 CEC2013标准测试集上, 将所提的算法与

其他 4种优化算法作比较, 证明了所提算法的有效性.

 1   预备知识

 1.1   标准教与学优化算法

标准的教与学优化算法[1,2] 主要包括老师教学的

阶段和学生班级内交流学习的阶段, 算法详细过程如下.
 1.1.1    教学过程

在该阶段, 算法把最好个体作为教师; 使学生向老

师的水平靠近. 更新公式如下[1,2]:

Xnew = Xold + r× (XT −TF ×XM) (1)

其中, r 是 [0, 1] 范围内的均匀随机数, XT (即教师) 是
种群中适应度值最好的个体, TF = round(1+r(0, 1)) 是
教学因子, 它的取值为 1 或 2, XM 是所有个体的平均

值. 若 Xnew 优于其父代个体, 则选择 Xnew; 反之, 保留父

代个体.
 1.1.2    学习过程

学习阶段主要是学生课下与同学相互学习来提高

自己. 该阶段个体具体的更新公式如下[1,2]:

Xnew =

{
Xold + r× (Xold −Xl), if f (Xold) < f (Xl)
Xold + r× (Xl−Xold), else (2)

其中, old≠l, old,l∈(1, 2, …, NP). 若 Xnew 优于其父代个

体, 则选择 Xnew; 反之, 保留父代个体.
 1.1.3   TLBO 算法实现步骤

TLBO算法的主要步骤如下.
1) 初始化种群 ,  设置种群大小 NP 和最大迭代

次数.
2) 教学阶段: 由式 (1) 对每个个体更新, 之后对个

体选择.
3) 学习阶段: 由式 (2) 对每个个体更新, 之后对个
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体选择.
4) 判定程序是否达到终止条件, 若没有达到, 则转

至步骤 2); 否则, 输出结果.
 1.2   稀疏谱聚类算法

谱聚类[12] 是由图论的知识所演化出的聚类方法, 它
利用样本数据的拉普拉斯矩阵的特征向量对其聚类.
由于它实现简单, 对数据的分布适应性更强, 所以其聚

类效果往往比传统聚类方法 (比如 K-means 算法[13])
好. 稀疏谱聚类算法的步骤描述如算法 1所示[14].

算法 1. 稀疏谱聚类算法

输入: n 个样本点 X={x1, x2, …, xn}和聚类簇数 K.
输出: 聚类簇 C1, C2, …, Ck.

(1)计算由 Sab 组成的 n×n 的相似矩阵 W, Sab 由式 (3)可得:

S ab = exp
{
− ∥xa − xb∥2

2σ2

}
(3)

σ = 1,2, · · · ,n其中,  为控制邻域的宽度.
(2)计算标准化拉普拉斯矩阵 L, 如式 (4)所示:

L = D−
1
2 LD−

1
2 (4)

其中, D 是对角矩阵:

Daa =

n∑
b=1

Wab (5)

(3) 计算标准化拉普拉斯矩阵的特征值, 取其前 k 个最小值, 并计算

其对应的特征向量 v1, v2, …, vk.
(4)将各自对应的特征向量 v 组成矩阵, 最终组成 n×k 维的特征矩阵 V;
(5) V 中的每一行是一个 k 维的样本, 使用 K-means算法将这个 n 样

本聚类成簇 C1, C2, …, Ck;
(6)输出簇 C1, C2, …, Ck;

 2   基于多源基因学习的微种群教与学优化算法

小的种群规模容易使得优化算法出现“早熟收敛”
情况, 因此, 如何保持种群多样性对于MTLBO算法来

讲显得十分重要. 现有大多研究是从个体水平进行的,
但根据文献 [11] 的研究, 提出一种 MTLBO-MGL 算

法. 此外, 根据文献 [15], 采用了随机选择“教”或“学”阶
段的策略, 并在随机选择“教”或“学”阶段之后引入了改

进的交叉机制.
 2.1   改进的教与学优化算法

根据文献 [15], 首先, 在 MTLBO-MGL 算法中提

出“教”和“学”随机选择的策略. 每代只能选择一个过程

发挥对应的搜索功能. 并在随机选择“教”或者“学”阶段

之后, 引入一种改进的交叉策略.
 2.1.1    教阶段

在原始 TLBO 算法的教阶段, 由于所有个体被引

导向最优个体收敛, 为了避免算法陷入局部最优. 在基

因水平上, 引进一种改进的交叉策略, 将“教”过程好的

局部搜索能力与差分进化算法好的全局搜索能力相结

合. 该方法确保了算法的收敛能力, 同时还维持了种群

多样性. 如式 (6)所示:

Xnew, j=

Xold, j+ r×
(
XT, j−T F ×XM, j

)
, if rand ⩽ 0.5

Xr1, j+ r×
(
Xbest, j−Xold, j

)
+r×
(
Xr2, j−Xr3, j

)
, else

(6)

其中, Xbest 是种群中适应度值最小的个体, r1≠r2≠r3≠
old∈(1, 2, …, NP).
 2.1.2    学阶段

在教与学优化算法的学阶段, 每个个体只能在班

级中任意选择一个同学课下彼此交流学习, 并没有充

分利用其他个体的信息. 通过上述改进的交叉策略, 混
合部分基因来保持种群的多样性. 具体过程如式 (7)
所示:

Xnew, j=

{
Fnew, j, if rand ⩽ 0.5
Xri, j+ r×

(
Xbest, j−Xold, j

)
+r×
(
Xr2, j−Xr3, j

)
, else

(7)

其中,

Xnew, j =

 Xold, j+ r×
(
Xold, j−Xl, j

)
, if f (Xold) ⩽ f (Xl)

Xold, j+ r×
(
Xl, j−Xold, j

)
, else

(8)

 2.2   多样性提高策略

 2.2.1    多样性监测

鉴于文献 [16] 的研究, 利用方差来监测种群基因

水平的多样性, 具体公式如下:

md,G =
1

NP

NP∑
i=1

(
xG

i,d

)
(9)

sdd,G =

√√√
1

NP

NP∑
i=1

(
xG

i,d −mG
d

)
(10)

其中, md,G 和 sdd,G 分别表示第 G 代种群第 d 维度的均

值和标准差.
一般来说, 元启发式算法在进化过程中种群多样

性会逐渐减少. 如果当某个变量的标准差为 0时, 那么

说明这个变量的多样性已完全丢失. 此外, 研究表明:
标准差降为 0需要很长的时间[17]. 由式 (11)可知, Οd,G

会逐渐变小, 因此用 Οd,G 来识别种群中基因水平的多

样性情况, 并设 Οd,G 的最小值为 10−5. 采取每 5 代进
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行 1次多样性检测.

Od,G =

(
1− D×FES

MaxFES

)
× zG

d (11)

其中,

zG
d =max

mG
d −min

(
mG

d , xlow,d
)

max
(
mG

d , xup,d
)
−mG

d

, 1−
mG

d −min
(
mG

d , xlow,d
)

max
(
mG

d , xup,d
)
−mG

d


(12)

 2.2.2    维度聚类

根据文献 [17], 基于随机游走的拉普拉斯矩阵的

谱聚类方法对每个决策变量进行聚类. 根据基因水平

的多样性监测结果, 当决策变量的多样性好时, 利用同

类的基因可以加快算法的收敛速度; 当决策变量的多

样性差时, 利用邻近类或者存档中的外部基因可以提

高种群的多样性. 具体操作如下.
(1) 若 sdd,G<Οd,G, 则认为第 d 个决策变量多样性

差. 采用 DE 中“DE/rand/1”的变异策略 (如式 (13)) 来
对每个基因进行进化操作. 不同于原有的变异策略, 所
提算法使用类外基因来进行扰动.

(2) 若 sdd,G≥Οd,G, 则认为其对应的第 d 个变量多

样性较好. 同样采用式 (13)的策略, 从相同类的基因中

随机选择基因来进行更新. 当同类的基因少于 3 个时,
则从其对应的整个变量中选取部分基因进行更新. 以
加速算法收敛, 同时能够维持种群的多样性, 提高解的

质量.

Xnew = Xold + r× (Xs1−Xs2) (13)

∈其中, s1≠s2≠s3≠old   (1, 2, …, NP).
 2.3   MTLBO-MGL 算法的实现步骤

1) 初始化种群: 设置种群大小 NP、最大评价次

数、聚类数 K、参数 σ.
2) 如果 rand1≤rand2, 选择教阶段, 根据式 (6) 对

个体进行更新, 并对个体进行选择; 否则, 选择学阶段,
根据式 (7)对个体进行更新, 并对个体进行选择.

3) 每隔 5 代, 根据式 (10) 对种群基于基因水平进

行多样性检测, 并利用稀疏谱聚类对种群的每个决策

变量聚类.
4)根据式 (11)计算第 d 个变量的 Οd,G 值, 然后根

据其标准差与 Οd,G 的大小进行以下扰动.
a) 若 sdd,G<Οd,G, 则认为该变量的多样性较差, 则

采用式 (13), 从与其不同类中的基因中随机选择部分

基因进行更新. 当不同类的基因少于 3个时, 则从不同

类和存档个体中随机选取部分基因来进行更新, 如果

新生成的维度超出预设范围, 则重新生成.
b) 反之, 则认为该变量的多样性较好, 同样采用

式 (13) 的策略, 从相同类的基因中随机选择部分基因

来进行更新. 当同类的基因少于 3个时, 则从其对应的

整个变量中随机选取部分基因进行更新.
5)对个体进行选择.
6) 判断算法是否满足终止条件, 如果没有达到终

止条件, 则跳至步骤 2); 如果达到了终止条件, 则输出

结果.

 3   实验结果与分析

为了验证所提算法的有效性, 本实验选取文献 [18]
中的 CEC2013 标准测试集. 其中, f1–f5 为单模态函数,
f6–f20 为多模态函数, f21–f28 为复合函数.

将所提算法分别与MDEVM[19]、MDE[20]、μJADE[21]

及 MTLBO-GLD[11] 这 4 种微种群算法对比. 5 种算法

均独立运行 30次. 实验结果利用 Friedman[22], Bonferroni-
Dunn[23], Holm 和 Hochberg[24] 检验深入分析, 验证所提

算法的可靠性. 显著性水平设为 5%.
 3.1   与微种群算法的比较

将所提算法与 4 种微种群算法对比. MDEVM、

MDE 算法的种群大小是 5, 其他算法的种群大小是 8.
其他参数设置均与文献 [25] 相同. 即函数结果精度为

1.0E–08, 最大适应度函数评价次数为 30 000. 所有比较

微种群算法所得实验结果见表 1. 得到最好平均值用加

粗表示.

表 1    所有比较微种群算法所得实验结果
 

函数 指标 MDEVM (NP=5) MDE (NP=5) μJADE (NP=8) MTLBO-GLD (NP=8) MTLBO-MGL (NP=8)

f1
平均值 4.51E+00 6.64E+02 2.72E+04 1.20E+05 2.12E–12
标准差 4.02E+03 5.48E+03 6.36E+03 1.94E+04 2.42E–12

f2
平均值 1.29E+07 2.17E+07 3.58E+07 5.25E+09 4.46E+07
标准差 2.46E+07 4.76E+07 6.60E+06 2.03E+09 1.94E+07

f3
平均值 2.06E+10 1.37E+10 3.00E+10 1.74E+24 1.47E+09
标准差 6.46E+10 5.27E+10 1.44E+10 3.12E+24 2.58E+09
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表 1 (续)　所有比较微种群算法所得实验结果

函数 指标 MDEVM (NP=5) MDE (NP=5) μJADE (NP=8) MTLBO-GLD (NP=8) MTLBO-MGL (NP=8)

f4
平均值 6.94E+04 2.45E+04 5.87E+04 1.79E+08 3.99E+04
标准差 2.73E+05 4.31E+04 9.61E+03 3.83E+08 1.20E+04

f5
平均值 2.81E+02 1.07E+03 7.03E+03 1.37E+05 4.57E–09
标准差 2.60E+04 2.99E+04 4.48E+03 5.76E+04 1.56E–08

f6
平均值 5.91E+01 7.45E+01 3.10E+03 3.71E+04 5.15E+01
标准差 1.31E+02 3.64E+02 3.34E+03 1.22E+04 2.46E+01

f7
平均值 2.00E+02 2.30E+02 1.62E+03 4.18E+09 8.23E+01
标准差 2.16E+03 5.01E+05 2.09E+03 1.59E+10 3.58E+01

f8
平均值 2.09E+01 2.08E+01 2.10E+01 2.15E+01 2.10E+01
标准差 4.30E–02 6.63E–02 9.02E–02 9.35E–02 4.46E–02

f9
平均值 3.21E+01 3.49E+01 3.20E+01 5.47E+01 3.02E+01
标准差 2.08E+00 2.00E+00 3.53E+00 2.74E+00 3.43E+00

f10
平均值 6.80E+01 2.05E+02 2.36E+03 2.03E+04 8.62E–01
标准差 2.47E+02 5.62E+02 1.13E+03 3.94E+03 4.33E–01

f11
平均值 1.98E+02 2.95E+02 3.88E+02 2.14E+03 1.04E+02
标准差 2.19E+02 2.42E+02 2.67E+02 6.37E+02 2.29E+01

f12
平均值 1.97E+02 3.68E+02 5.28E+02 1.96E+03 1.90E+02
标准差 1.61E+02 2.78E+02 5.64E+01 3.83E+02 1.83E+01

f13
平均值 2.87E+02 5.65E+02 5.66E+02 2.05E+03 2.02E+02
标准差 1.52E+02 2.99E+02 9.80E+01 4.67E+02 2.39E+01

f14
平均值 1.73E+03 3.03E+03 3.62E+02 1.07E+04 3.48E+03
标准差 1.25E+03 8.82E+02 3.16E+02 6.01E+02 4.54E+02

f15
平均值 7.56E+03 3.76E+03 4.52E+03 1.11E+04 7.26E+03
标准差 3.90E+02 7.84E+02 2.83E+02 6.30E+02 3.49E+02

f16
平均值 2.36E+00 2.59E+00 2.69E+00 8.95E+00 2.04E+00
标准差 3.06E–01 3.34E–01 3.78E–01 1.99E+00 3.39E–01

f17
平均值 2.23E+02 7.18E+02 4.07E+02 3.35E+03 1.72E+02
标准差 3.70E+02 4.77E+02 1.30E+02 3.15E+02 2.20E+01

f18
平均值 4.56E+02 9.77E+02 6.60E+02 3.39E+03 2.56E+02
标准差 2.95E+02 3.03E+02 8.96E+01 3.99E+02 2.76E+01

f19
平均值 4.36E+02 3.37E+04 7.59E+05 3.26E+07 1.90E+01
标准差 1.01E+06 3.34E+06 7.39E+05 1.76E+07 8.43E+00

f20
平均值 1.45E+01 1.45E+01 1.49E+01 1.50E+01 1.29E+01
标准差 2.17E–01 1.25E–01 1.83E–01 0.00E+00 3.52E–01

f21
平均值 2.19E+02 4.56E+02 2.87E+03 8.04E+03 3.39E+02
标准差 4.20E+02 5.79E+02 3.62E+02 1.14E+03 8.72E+01

f22
平均值 1.88E+03 3.38E+03 7.35E+02 1.12E+04 3.78E+03
标准差 1.53E+03 8.44E+02 8.37E+02 4.56E+02 7.88E+02

f23
平均值 7.86E+03 4.59E+03 4.87E+03 1.12E+04 7.52E+03
标准差 4.43E+02 7.76E+02 1.16E+03 6.27E+02 4.43E+02

f24
平均值 2.70E+02 2.79E+02 3.42E+02 9.98E+02 2.65E+02
标准差 9.58E+00 1.69E+01 2.88E+01 3.45E+02 1.58E+01

f25
平均值 2.97E+02 2.95E+02 3.56E+02 5.44E+02 2.87E+02
标准差 3.09E+00 4.42E+00 1.69E+01 8.06E+01 1.53E+01

f26
平均值 2.01E+02 2.04E+02 2.40E+02 8.96E+02 3.19E+02
标准差 3.79E+01 6.00E+01 7.77E+01 5.61E+02 8.43E+01

f27
平均值 1.25E+03 1.18E+03 1.28E+03 2.71E+03 1.10E+03
标准差 3.96E+01 6.33E+01 6.51E+01 8.35E+02 1.45E+02

f28
平均值 2.64E+03 4.26E+03 4.55E+03 4.75E+04 4.57E+02
标准差 1.50E+03 3.39E+03 8.14E+02 1.56E+05 4.31E+02
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由表 1 可知, 与 MDEVM 算法相比, 所提算法在

25 个测试函数上优于 MDEVM 算法. 但在求解 f2、
f21、f26 时, MDEVM 的寻优能力要略好于 MTLBO-
MGL. 与 MDE 算法相比, 在求解 f4、f8、f15、f23 时,
MDE 的寻优能力要略好于 MTLBO-MGL. 与 μJADE
算法相比, 在求解 f14、f22 时, MTLBO-MGL 算法的寻

优性能要略差于 μJADE 算法. 针对以上 3 个算法, 在
求解特定问题时, MTLBO-MGL 的寻优能力略差的主

要原因可能是: 所提算法虽然对原始教与学算法, 采取

了改进的交叉策略, 平衡了算法的全局与局部搜索能

力; 根据基于基因水平的多样性监测结果以及聚类结

果进行扰动, 可以更好地掌握每个变量的分布情况, 采
取更精准的扰动策略来提高种群的多样性, 但 DE 算

法的全局探索能力要优于教与学优化算法. 与MTLBO-
GLD 算法相比, MTLBO-MGL 在求解 28 个测试函数

时, MTLBO-MGL 的寻优能力均优于 MTLBO-GLD
算法. 其主要原因是所提算法首先对原始教与学算法

进行了改进, 与基础 TLBO算法相比, 平衡了算法的全

局与局部搜索能力; 其次, 将基于基因水平的多样性监

测结果以及聚类结果从相同类、邻近类或者存档中选

择基因并利用变异策略“DE/rand/1”生成新的决策变量.
该部分利用了邻近类以及历史个体信息来提供进化方

向的信息.

从以上比较结果可以看出, 所提算法不仅具有良好

寻优性能, 而且能够保持种群多样性以提供进化动力.

本文使用 Friedman 测试方法对几种算法的结果

展开进一步分析, 对实验结果的可靠性进行验证. 统计

分析结果如表 2、表 3所示. 由表 2可得, MTLBO-MGL

算法的整体寻优能力要优于其他几种微种群算法. 由

表 3可得, 所提算法的寻优能力明显比MDE、μJADE、

MTLBO-GLD 算法好, 未显著优于 MDEVM, 但根据

表 2可以证明, 所提算法整体寻优能力优于MDEVM.
 
 

表 2     Friedman 测试在微种群算法上所得排序
 

算法 MDEVM MDE μJADE MTLBO-GLD MTLBO-MGL
排序值 2.267 9 2.625 0 3.357 1 5.000 0 1.750 0

 
 

表 3     Friedman 测试在微种群算法上所得排序 Bonferroni-Dunn、Holm 和 Hochberg 在微种群算法上所得 p 值
 

MTLBO-MGL vs. other z Unadjusted p Bonferroni-Dunn p Holm p Hochberg p
MTLBO-GLD 6.338 7 2.32E–10 9.27E–10 9.27E–10 9.27E–10

μJADE 4.141 3 3.45E–05 1.38E–04 1.04E–04 1.04E–04
MDE 3.084 8 2.04E–03 8.15E–03 4.07E–03 4.07E–03

MDEVM 1.648 1 9.93E–02 3.97E–01 9.93E–02 9.93E–02
 
 

 3.2   实验分析

 3.2.1    与随机选择的微种群教与学优化的比较

为证明所提算法的有效性, 将其与随机选择的微

种群教与学优化 (randomly selected micro-population

teaching -learning-based optimization algorithm, RSMTLBO)

算法 (没有对维度聚类) 进行性能比较. 参数设置同第

3.1节, 结果见表 4.
由表 4可得, 所提算法在 23个测试函数上的寻优

结果要优于 RSMTLBO算法; 故MTLBO-MGL算法的

性能要好于 RSMTLBO 算法. 其主要原因是 MTLBO-
MGL算法在基因水平上对种群多样性进行检测, 并使

用稀疏谱聚类算法对每个决策变量进行聚类, 可以提

高种群多样性. 另外, 使用非参数统计分析对两个算法

的均值进行了深入的分析, 统计结果见表 5, 由表 5 可

得, 所提 MTLBO-MGL 算法具有更好的性能. 通过以

上分析可以证明, 基于基因水平的多样性检测以及聚

类措施可以有效地提高微种群 TLBO算法的性能.

表 4    MTLBO-MGL与 RSMTLBO算法的实验结果
 

函数 指标 MTLBO-MGL (NP=8) RSMTLBO (NP=8)

f1
平均值 1.92E–10 3.27E–08
标准差 6.84E–10 1.79E–07

f2
平均值 1.04E+07 5.33E+06
标准差 8.13E+06 2.34E+06

f3
平均值 5.90E+08 9.16E+08
标准差 9.03E+08 1.11E+09

f4
平均值 4.57E+04 4.65E+04
标准差 1.57E+04 1.06E+04

f5
平均值 1.01E–08 2.75E–07
标准差 2.00E–08 2.51E–07

f6
平均值 4.95E+01 6.16E+01
标准差 2.98E+01 2.94E+01

f7
平均值 8.05E+01 9.14E+01
标准差 2.87E+01 2.93E+01

f8
平均值 2.10E+01 2.11E+01
标准差 6.35E–02 4.38E–02

f9
平均值 3.13E+01 3.57E+01
标准差 5.65E+00 9.11E+00

f10
平均值 1.27E+00 1.24E+00
标准差 4.56E–01 7.43E–01
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表 5     Friedman 测试在MTLBO-MGL与 RSMTLBO算法上

的排序结果
 

算法 排序值

RSMTLBO 1.821 4
MTLBO-MGL 1.178 6

 
 

 3.2.2    间隔代数值敏感性分析

本部分主要是进行间隔代数值敏感度分析. 相关

参数设置如下: 种群数量大小是 8, 最大迭代次数是

30 000 次, 在 CEC2013 标准测试集中独立运行 30 次.
对间隔代数分别在 1、5、15、20进行测试, 对比均值

的非参数统计分析结果见图 1. 由图 1 可得, 所提算法

的整体性能在间隔代数为 5时表现最好. 因此, 该算法

间隔代数设置为 5.
 

5

2.86

2.18

2.75

2.21

4

3

排
序
值

2

1

1 5 15 20

间隔代数 
图 1    Friedman测试在不同代数间隔下的排序结果

 

 3.2.3    聚类数 K 敏感性分析

本部分主要是进行聚类数 K 敏感性分析, 实验参

数设置同第 3.2.2节. 对聚类数 K 分别在 2、3、4进行

测试, 并利用其均值的非参数统计进行分析, 结果见图 2.
由图 2可知, 聚类数为 4时, 所提算法的整体性能表现

最好. 因此, 该算法的聚类数设置为 4.
 

3

2.39

1.86
1.75

排
序
值

2

1

2 3 4

聚类数 
图 2    Friedman 测试在不同 K 值的排序结果

 

 3.2.4    参数 σ 敏感性分析

σ 是变量间相似度量中重要的控制参数. 本节主要

是进行参数 σ 敏感性分析, 实验参数设置同第 3.2.2节.
对参数分别取 0.5、0.8、1、2、5进行测试, 并利用其

均值的非参数统计进行分析, 结果见图 3. 由图 3可得,
当参数大小为 0.8 时, 所提算法的整体性能表现最好.
因此, 该算法的 σ 值设置为 0.8.
 

5

2.94 2.82
3.04

3.29 3.21

4

3

排
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2
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0.5 1.00.8 2.0 5.0

σ 
图 3    Friedman测试在不同 σ 值的排序结果

表 4 (续)　MTLBO-MGL与 RSMTLBO算法的实验结果

函数 指标 MTLBO-MGL (NP=8) RSMTLBO (NP=8)

f11
平均值 4.17E+01 9.16E+01
标准差 1.58E+01 3.21E+01

f12
平均值 1.96E+02 2.61E+02
标准差 2.52E+01 2.71E+01

f13
平均值 2.16E+02 2.46E+02
标准差 2.63E+01 2.81E+01

f14
平均值 1.33E+03 6.00E+03
标准差 5.67E+02 5.99E+02

f15
平均值 7.58E+03 7.71E+03
标准差 3.53E+02 2.94E+02

f16
平均值 3.01E+00 2.83E+00
标准差 4.61E–01 4.34E–01

f17
平均值 1.17E+02 2.29E+02
标准差 2.85E+01 3.07E+01

f18
平均值 2.59E+02 2.87E+02
标准差 2.22E+01 4.77E+01

f19
平均值 2.19E+01 2.88E+01
标准差 2.65E+01 3.58E+01

f20
平均值 1.27E+01 1.30E+01
标准差 4.14E–01 8.04E–01

f21
平均值 3.19E+02 3.28E+02
标准差 7.50E+01 9.87E+01

f22
平均值 1.18E+03 5.92E+03
标准差 7.18E+02 7.08E+02

f23
平均值 7.70E+03 8.10E+03
标准差 3.95E+02 4.11E+02

f24
平均值 2.57E+02 2.55E+02
标准差 1.42E+01 1.28E+01

f25
平均值 2.74E+02 2.76E+02
标准差 1.15E+01 8.65E+00

f26
平均值 2.97E+02 3.11E+02
标准差 8.06E+01 6.93E+01

f27
平均值 8.60E+02 8.16E+02
标准差 1.99E+02 1.47E+02

f28
平均值 4.19E+02 7.26E+02
标准差 3.51E+02 8.14E+02
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 3.2.5    Οd,G 值敏感性分析

Οd,G 会随着迭代次数的累加逐渐变小, 种群多样

性也是随着迭代次数的增加而变差. 因此用 Οd,G 识别

基因层面的种群多样性. 本部分是对 Οd,G 的下限值选

择进行分析, 实验参数设置同第 3.2.2 节. 对 Οd,G 分别

取 10−1、10−2、10−3、10−4、10−5 进行测试, 并对其均值

做进一步分析, 结果见图 4. 由图 4 可得, 当 Οd,G 的下

限值为 10−3 时, 所提算法的整体性能表现最好. 因此,
该算法 Οd,G 的下限值设置为 10−3.
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3.14 3.11
2.86 2.96 2.93

4

3

排
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1E−1 1E−31E−2 1E−4 1E−5
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图 4    Friedman 测试在 Οd,G 取不同下限值时的排序结果
 

 4   MTLBO-MGL 在无人机三维路径规划问

题中的应用

随着无人机技术的发展, 军事和民用等领域得到

广泛应用[26,27]. 但是, 规划是无人机能否有效完成任务

的一个重要环节. 因此, 学者对无人机三维路径规划问

题进行了研究[28–31]. 本文将使用所提算法来对三维环

境下的无人机进行路径规划, 其与其他算法进行比较.
 4.1   三维环境建模

首先对无人机飞行环境进行建模. 本节采用三维

立体的环境建模方法, 在 100 km×100 km×2 km的立体

区域内进行可行性仿真实验. 起点坐标为 (0, 0, 0.5), 终
点坐标为 (90, 90, 1). 三维地形环境如图 5所示.
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图 5    三维地形环境

 4.2   无人机三维路径规划模型

无人机三维路径规划模型可由式 (14)表示.

J =min
N−1∑
i=1

√
(xi+1− xi)2+ (yi+1− yi)2+ (zi+1− zi)2

s.t.


h (xi,yi)+Zmin < Zi < Zmax

n∑
i=1

Li ⩽ Lmax, i = 1,2, · · · ,n

θi ⩽ θmax, i = 1,2, · · · ,n
(14)

其中, J 为目标向量, 该问题为带有约束的最小化单目

标优化问题. N 为无人机经过所有点的个数. 本文将路

径长度作为优化目标. h(xi, yi) 表示二维坐标对应的山

峰高度. Zmin 和 Zmax 表示无人机的最小飞行高度和最

大飞行高度. 本文还考虑了最大航迹长度[32] 和最大拐

弯角[33] 的无人机性能约束. Li 为第 i 个航迹段的长度,
Lmax 为最大航迹长度. θi 为第 i 个航迹点的拐弯角度,
θmax 为最大拐弯角度.
 4.3   实验结果

为验证所提算法在无人机三维路径规划问题上的

性能, 本实验将 MTLBO-MGL 算法与粒子群算法[34]、

蚁群算法[35]、遗传算法[36] 以及微种群 MTLBO-GLD
算法[11] 进行比较. 对于各个比较算法, 它们的种群规模

和迭代代数见表 6, 并且独立运行 20次.
 
 

表 6     比较算法的参数设置
 

算法 种群规模 迭代次数

粒子群 30 100
蚁群 30 100
遗传 30 100

MTLBO-GLD 8 375
MTLBO-MGL 8 375

 
 

从表 6中可以看出, 所有对比算法的函数评价次数

都设置为 3 000. 各算法所得的实验结果见表 7. 从表 7
可以看出, 在无人机三维路径规划问题上, MTLBO-
MGL算法无论在平均值, 还是在最佳值上都要好于其

他比较算法. 这表明, 相比于常规种群规模的非微种群

算法和微种群算法, 所提算法能够在有限计算资源下

找到更短飞行路径. 此外, 各个算法得到的航迹见图 6.
从图 6 可以看出, MTLBO-MGL 算法能够从复杂的三

维飞行环境中找到一条最短路径以减少飞行时间和能耗.

 5   结束语

为了提高 MTLBO 算法的种群多样性 ,  提出了
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MTLBO-MGL算法. 在所提算法中, 首先在“教”和“学”
阶段, 根据随机选择策略来对个体进行基因水平的进

化操作; 然后从基因层面对种群多样性进行检测, 并使

用稀疏谱聚类方法对种群的每个决策变量进行聚类;
最后, 根据多样性检测和聚类结果, 选择不同的进化策

略来提高所提算法的搜索性能. 将所提算法与 4 种微

种群算法进行对比. 仿真结果表明, 所提算法的整体性

能要好于对比的 4 种算法, 证明了所提算法的有效性.
此外, 本文还将所提算法用于求解无人机三维路径规

划问题, 实验结果表明, 所提算法能够在复杂飞行环境

下找到更短路径.
 
 

表 7     比较算法的实验结果
 

算法 最优适应度 平均值

粒子群 138.866 1 143.291 3
蚁群 140.948 5 145.353 6
遗传 146.804 9 157.583 7

MTLBO-GLD 131.046 4 141.668 7
MTLBO-MGL 128.592 3 133.761 6
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图 6    路径规划结果
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