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基于梯度估计的非线性系统最优控制及仿真① 
缪应锋, 姚庆华, 李智雄, 宋晓轩 

(云南省交通科学研究院, 昆明 650093) 

摘 要: 基于自适应动态规划(ADP)执行-评价结构, 应用神经网络(NN)对非线性系统进行最优控制求解. 首先提

出所求解非线性系统的一般形式; 其次给定二次正定性能指标, 求其哈密尔顿函(HJB)函数; 分别应用神经网络

对执行-评价结构中的性能指标和最优控制进行逼近, 神经网络权重参数应用梯度法求得, 从而可以求得其最有

控制策略. 而且对执行机构和评价机构神经网络权重参数的收敛性以及系统总体的稳定性进行了详细的分析, 

证明所求控制策略可以使系统稳定; 最后, 用仿真结果来验证所提出的方法的可行性.  
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Abstract: This paper solves the regulation optimal control problem for nonlinear systems based on the adaptive dynamic 

programinf(ADP) and neural networks(NNs). Firstly, we propose the regulation nonlinear system; afterwards, the cost 

function and its Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB) function were given; furthermore, an actor-critic frame structure was 

put forward to get the optimal control, and the neural network algorithms were utilized to approximate the performance 

index and the optimal control ofactor-critic structures respectively. The NN weights are estimated by gradient algorithms, 

so that the optimal control is obtained. Simultaneously, the stability of the whole system and the convergences of 

actor-critic NN weights are proved based on the Lyapunov theory. Finally, the simulation results are provided to verify 

the effectiveness of the proposed methods. 
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最优控制求解分为线性系统和非线性系统. 线性

系统用里卡提方程求解. 对于非线性系统, 近几十年

有学者提出了动态规划方法[1]. 最近, 学者将增强学

习方法[2]和动态规划方法结合[3], 提出了自适应动态

规划方法(Adaptive dynamic Programming). Werbos[4]基

于增强学习方法, 提出评价和执行网对离散系统进行

动态最优求解. Lewis[5]提出了一种新的基于神经网络

的自适应动态最优方法对离散非线性系统进行离线求

解.  

许多学者应用迭代法求解离散非线性系统最优控

制[6,13], 迭代法求解系统最优控制往往因计算量大, 导 

 

 

致计算参数收敛速度比较慢, 系统稳定需要很长时间. 

同时对于连续系统的最优控制求解最近几年才被学者

研究, 但大多要求评价执行结构神经网络权重参数初

始值不为0[7, 8], 而且初始输入控制不为0, 也即要求满

足持续激励条件[9,10]. 很大程度上限制了该方法在实

际工程中的应用.  

本文基于以上存在的问题, 将自适应梯度估计算

法应用于自适应动态规划方法, 同时应用评价-执行结

构对非线性系统从初始状态整定到零状态的最优控制

求解. 首先提出非线性系统模型和性能指标, 对应用

神经网络逼近性能指标; 其次基于逼近性能指标的神 
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经网络, 用第二个神经网络逼近系统最优控制; 其中

用了哈密尔顿方法对系统进行最优控制求解. 基于梯

度估计算法, 同时在线估计评价结构和执行结构的神

经网络权重参数. 更重要的是, 本文对所求系统的稳

定性进行了详细的分析, 而且基于真实的非线性数学

模型统对所提出的方法进行了仿真验证.  

 

1  系统概述及HJB最优求解 
1.1 系统方法简介 

  非线性系统描述如下 

( ) ( )x f x g x &      (1) 
nx ¡ 是可观测的系统状态, mu  ¡ 是系统输入, 

( ) nf x  ¡ 是系统动态. ( ) n mg x  ¡ 是系统输入动态.  

最优控制就是给定如下性能指标, 在满 足系统

性能的通知, 使得下面的性能指标最小:  

( ( )) ( ( ), ( ))
t

V x t r x u d  


     (2) 

其中 ( , ) T Tr x u x Qx u Ru  关于 ,u x 的连续函数, Q和R是

相对应的正定对称矩阵. 最优控制策略 u 是将系统从

初始状态镇定到 0, 同时使得系统性能指标函数(2)最

小.  

1.2 最优控制的一般求法 

求解非线性系统最优控制, 首先的建立系统的哈

密尔顿函数, 然后用神经网络逼近哈密尔顿函数中的

性能指标, 进而解决“维数灾难”问题, 顺利求得系统

最优控制策略, 其中用到如下两个假设:  

假设 1[11]. 系统动态 ( )f x 在实数范围内连续可微.  

假设 2[12]. 神经网络的逼近权重和误差均有界.  

根据系统表达式(1)和性能指标式(2)可建立如下

哈密尔顿函数:  
 ( , , ) ( ) ( )T T T

x xH x u V V f x g x u x Qx u Ru     (3) 

其中 /xV V x @ 为性能指标函数对 x 的变分. 令上式

等于 0, 可求得最优控制为:  
*

* 11 ( )
( )

2
T V x

u R g x
x

 
 


 (4) 

上式中由于计算问题, 
*( )V x

x




对非线性最优控制

问题很难求解. 所以现今存在的一般方法是用一个神

经网络逼近性能指标, 进而求得具体的最优控制策略.  

 

2  基于梯度法的评价执行网及稳定性分析 
由于非线性系统的复杂性, 以及在求解过程中存

在的“维数灾难”问题, 对 /xV V x @ 的求解很难实现. 

Dierks[13]和刘德荣[14]提出了神经网络逼近用评价结构

的方法来取代上面的方法, 进而避免了以上存在的问

题.  

不同于离线求解系统最优控制, 基于自适应动态

规划方法, 本节内容应用梯度估计算法, 对评价结构

和执行结构神经网络权重参数进行在线估计, 从而在

线求解了系统的最优控制. 而且与[9,13,14]相比, 被估计

参数初始值都不为零, 系统初始运行 3s 之内不需要系

统激励, 激励条件更加放宽, 更加具有实用价值.  

2.1 基于梯度法的评价结构 

基于神经网络的性能指标函数可以表示为:  
*( ) ( )T

c vV x W x    (5) 
lW R 为未知的神经网络权重, ( ) l nx R 为输入

激励, v 为神经网络估计误差. l 为神经网络结点层

数. 根据引理 2, 神经网络估计权重和误差都是有界

的. 则性能指标对 x 的偏微分可以重新表述为:  
*( ) T

c v

V x
W

x
 

  


 (6) 

根据上式最优控制策略可以表示 

1 1
ˆ1 ( ) 1 ˆ( ) ( ) ( )

2 2
T T T

c

V x
u R g x R g x x W

x
 

    


 (7) 

其中 ˆ
cW 为评价结构神经网络近似权重参数, 则近似的

哈密尔顿函数可以表示为:  

 ˆ( , , ) ( ) ( ) ( )T
x c

T T

e H x u V x W f x g x u

x Qx u Ru

   

 
 (8) 

给定的允许的 u 应是下列误差的平方式最小化:  
1ˆ(W )
2

T
cE e e  (9) 

则评价结构的神经网络权重参数可以用梯度法表

示为:  

 1 1 1
ˆ ˆ RuT T T

c cW a W e Qe u    &   (10) 

这里 1a  为大于 0 的实数 ,  1 / 1T      , 

 ( ) ( )T f x g x u   , 根据 1 的表达式可知存在一

个正实数 1 1 / 2m  , 使得 1 1m  . 假设评价结构的

估计误差为 
ˆ

c c cW W W %  (11) 

则存在一个最优控制策略 u 使得哈密尔顿函数重

新表述为:  

 0 ( , , ) ( ) ( ) ( )T
x

T T
HJB

H x u V x W f x g x u

x Qx u Ru





   

  
 (12) 

上式中  ( ) ( )HJB v f x g x u    是有界的 HJB 误差, 
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根据式(10)和式(11)可得:  

 1 1 1
T

c c HJBW a W    &% %  (13) 

2.2 基于梯度法的执行结构 

为了求得最优控制策略, 用另一个神经网络近似

控制策略:  

(x)au W     (14) 

其中 aW 为控制策略神经网络权重, (x) n R 为激

励向量,  为神经网络逼近误差, n 为神经元次数. 则

用近似的神经网络权重 ˆ
aW 可将(14)表示为:  

ˆˆ (x)au W   (15) 

根据则控制策略误差 

11ˆ ˆ(x) ( ) ( )
2

T T
u a ce W R g x x W     (16) 

执行机构神经网络近似权重最小化的格式可以表

示为:  
1ˆ(W )
2

T
a u uE e e            (17) 

则执行机构的神经网络权重参数可以用梯度法进

行更新近似:  

1
2

ˆ 1ˆ ˆ(x) ( ) ( )
2

T
a

T
a cW R gW a x x W     





&    (18) 

这里 2a 为大于 0 的实数.  

假设执行机构神经网络近似误差 
ˆ

a a aW W W %  (19) 

根据(6)(7)和(14)式可得:  

1 11 1ˆ(x) ( ) ( ) ( ) 0
2 2

T T T
a c vW R g x x W R g x          (20) 

则有:  

2
11

(x) ( ) ( )
2

T T
aa cW R g x xW Wa        

 
 % %&%  (21) 

这里 11
( )

2
T

vR g x   
 

. 

 

3  稳定性分析 
  为了应用李雅普诺夫证明系统稳定性, 构建下式:    

  1 2L L L             (22) 

 
  

1
1

1 1 1
1

22 2 21
1 1

1

1

1

1

2 2

T
c c

T T
c c HJB

m M c HJB

L tr W W
a

tr W a W
a

a
W

a

  

  



    

     
 

&& % %

% %

%

 

 1
2

2

1
2

2

2
1 2

1

2 22 21 21 1

2

1

2 2

2

1
(x) ( ) (

3

4

(x
2

)

)
4

2
T T

T
a a

T
a a c c

M m

d

a

c

a
L tr W W

a

a
tr W a

a

a a
a W

a

W R g x x W

a
R g W

a a


   

 









            
     








 



% %

&& % %

%

%

%

则当 1 2,a a  满足下列条件时, cW  和 aW  收敛到真值, 

系统总体也达到稳定状态.  

2

2

2

4
0

3
M

m

a



  , 
2 2

2 1 1
1 2 22 22 1

1 min1

4 2
,

2 (x)

m m

MMM

a
a

R g 

 
 

    
.  

稳定性证明完毕.  

 

4  仿真结果及分析 

仿真部分用一个非线性未知的数学模型来验证上

述方法的可行性. 引入如下非线性连续系统[15]:  

1 2

2
1 2 1

1

0.5 0.5 (1 (cos(2 ) 2) )

0

cos(2 ) 2

x x
x

x x x

u
x

  
  

    
 

   

&

  (23) 

按照性能指标的定义式(2), 其中 Q 和 R 定义为正

定对称矩阵. 所求最优控制的目的是将初始状态整定

到零状态, 且超调量不要超出有限范围. 根据(4)式可

知, 非线性系统(23)的最优控制标准为:  

 
*

1
1 2

1 ( )
[ ( )] cos(2 ) 2

2
T V x

u R g x x x
x

  
    


 (24) 

定义系统状态初始值为 (0) [3, 1]Tx   , 设持续激励

为 2 2
1 1 2 2( ) [ , , ]Tx x x x x  , 设置评价结构各增益参数 : 

50R  , 2Q  , 1 0.8a  权 重 始 状 态 设 置 为

ˆ (0)=[0 0 0]T
cW . 基于自适应律(10), 评价结构神经网络

权重收敛情况如图 1 所示, 图中显示在 5s 之内, 评价

结构神经网络权重参数达到稳定值.  

然后设置仿真中执行结构参数 1 0.8a  图 2 为执行

结构神经网络权重 Wa 收敛曲线, 可以看出快速收敛

到其真值.   

  整定状态收敛曲线如图 3 所示. 10s 内所求得的最

优控制可以将系统状态从初始状态[3,-1]’整定到[0, 0]’

状态. 图 4 为所求得的最优控制曲线图.  
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图 1  评价结构神经网络权重 Wc 
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图 2  执行结构的神经网络权重 Wa 
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图 3  状态镇定 

 

5  结语 
  将梯度自适应算法应用于自适应动态规划方法, 

在线对非线性连续系统进行自适应动态最优求解. 评

价执行结构被用来在线对连续非线性系统进行最优求

解. 首先, 用神经网络逼近性能指标, 其次基于评价

结构, 应用神经网络逼近执行结构. 其中评价结构和

执行结构的神经网络权重参数基于系统在线数据误差, 

同时在线被估计求得. 仿真结果更加有力的证明所提

出方法的有效性. 
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图 4  最优控制 
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