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变时滞随机忆阻器神经网络的同步控制① 
沈  君, 楼旭阳 

(江南大学 物联网工程学院, 无锡 214000) 

摘 要: 在实现实际的复杂人工神经网络模型以及大规模集成电路时, 随机噪声是不可避免的. 因此, 随机忆阻

器神经网络具有重要的现实研究意义. 针对变时滞随机忆阻器神经网络的同步控制问题, 基于非光滑分析以及

集值映射、随机微分包含的理论, 利用 Lyapunov 函数和基本不等式的方法, 设计了一个线性反馈控制器. 通过恰

当选择控制器增益, 实现了随机忆阻器神经网络驱动系统与相应的响应系统之间的指数同步, 所得到的结果保

守性更小. 最后, 给出数值例子验证了理论结果的有效性.  
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Abstract: Stochastic noise is unavoidable in the implementation of real complex artificial neural network model and 

large scale integrated circuit. Therefore, the practical research significance of stochastic memristor-based neural network 

is important. Aiming at the problem of synchronization control of stochastic memristor-based neural networks with 

time-varying delays, based on non-smooth analysis and the theory of set-valued maps and stochastic differential 

inclusions, a novel control method is given using the method of Lyapunov functional and the fundamental inequality. 

State feedback controller has been put forward to achieve synchronization index for the drive system and corresponding 

response system of the stochastic memristor-based neural network. Meanwhile, a numerical example is given to verify 

the theoretical analysis in this paper. 
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non-smooth analysis 

 

 

1971 年, 美国华裔科学家蔡少棠[1]教授根据电路

中的对称性原理, 首次发现了忆阻器(记忆电阻器的缩

写). 2008 年, 惠普[2,3]团队成功研制出了忆阻器这种器

件. 忆阻器是一种具有记忆功能的非线性电阻. 它是

继电阻、电容、电感之后的第四种无源基本电路元件. 

近来, 忆阻器也被应用于人工神经网络.  

  众所周知, 由于忆阻器神经网络在很多领域都有

广泛的应用, 比如保密通信[4,5]和信息科学[6]等, 因而

忆阻器神经网络是非常重要的非线性电路网络. 近年

来, 忆阻器神经网络的动态特性受到了很多学者的关 
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注, 尤其是同步性. 2014 年, Zhang 和 Shen[7]采用非光

滑分析和控制理论, 研究了基于周期间歇控制忆阻器

神经网络的指数同步; Chen 和 Zeng[8]利用 Lyapunov

函数的方法分析了忆阻器分数阶神经网络的稳定性和

同步性; 2014 年, Wu 和 Li[9]采用了 Lyapunov 函数方法

和不等式技术, 研究了基于采样数据控制的一类忆阻

器神经网络同步; 最近, Shi 和 Zhu[10]研究了忆阻器竞

争神经网络的同步, 通过构造 Lyapunov 函数及采用微

分包含理论, 设计了一个线性反馈控制器. 以上所提

出并研究的忆阻器神经网络模型都是确定性的. 但是, 
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在实现实际的复杂人工神经网络模型时, 噪声是不可

避免的. 因此将其考虑到模型中是必要的, 随机忆阻

器神经网络具有重要的现实研究意义.  

  近年来, 对于随机忆阻器神经网络的研究并不多. 

2013 年, Li[11]等探讨了随机忆阻器神经网络的稳定性, 

采用 Lyapunov 函数和不等式的方法获得了指数稳定的

三个充分条件. 2015 年, Song[12]等基于驱动-响应概念和

随机微分包含理论, 研究了混合时滞随机忆阻器递归

神经网络的同步性. 本文在前人研究随机忆阻器神经

网络的动力学性能分析[11,12]的基础上, 基于非光滑分析

和随机微分包含的理论, 对随机忆阻器神经网络的模

型作了描述, 并研究了变时滞随机忆阻器神经网络的

同步控制. 本文结果所需假设条件具有更少保守性.  

 

1 模型描述与准备工作 
  考虑一个随机忆阻器神经网络模型[12]:  
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0t  , 1,2,...,i n ,            (1) 

其中, n 表示随机忆阻器神经网络中神经元的数量, 

ix 表示与神经元相关的变量(或者是电容 ic 的电压). 

  f x t 表示神经元的激活函数 ,  ij t 是变时滞 . 

 i id x ,  ij ia x 和  ij ib x 是反馈连接权重. 作为一种特

殊的情况, 令阈值电压为零. 根据忆阻器的特点, 权

重系数可表示为:  
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式中, , 1,2,...,i j n , * 0id  , ** 0id  , *
ija , **

ija , *
ijb , 

**
ijb 都是常数.  

        1 2, ,..., nt t t t    表示一个 n 维的

向量布朗运动.  t 是定义在带有自然流   0t t
F 的

一个完备概率空间  P,F, 上的, 也是定义在独立

的 Markovian 过程   
0t

t
 中.  i  是非线性函数.  

值得注意的是 , 我们把模型 (1)作为驱动系统 , 

相应的响应系统为:  
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式中 , iy 也是表示神经元相关的变量 . 将  i id y , 

 ij ia y 和  ij ib y 表示为:  
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本文的目的就是要设计一个合适的控制器. 在该控

制器的作用下, 驱动系统与响应系统能够实现渐近同步. 

考虑控制器  iu t 为状态反馈控制器, 它的形式为:  

      1 2i i i iju t K e t K e t t                 (5) 

式中, 误差状态      i i ie t y t x t  , , 1,2,...,i j n ,  

1K , 2K 为控制器增益.  

本文中所有系统的解都是在 Filippov 的意义下. 
对于所有的连续函数   ,0 , nC R , 在 Banach 空间

中,   1 ,max i j n ij t   . 在这里  * **max ,i i id d d , 

 * **min ,i i id d d ,  * **max ,i i ia a a ,  * **min ,i i ia a a , 

 * **max ,i i ib b b ,  * **min ,i i ib b b , 对于 1,2,...,i n .  

本文将 ,i ico     表示成 ,i i    的凸面 . 还有
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 . 系统(1)带有初值

条件:       ,0 , n
ix s s C R    ,  1,2,...,i n .  

通过应用微分包含和集值映射的理论, 系统(1)

可以描述为:  
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  相应的响应系统(3)为:  
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误差系统为:  
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ˆ , ijij ija co a a    , ˆ , ijij ijb co b b    . 

 假设 1. 神经元激活函数 if 满足 Lipschitz 条件, 

即 ,x y R  ,    i i if x f y x y   .       (12) 

其中: x y , i 是非负常数, 1, 2,...,i n .  

假设 2. :i R R R R     是 Lipschitz 连续的. 
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其中: i 和 i 是非负常数, 对于 1, 2,...,i n .  
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     2

0
, sup

pt

s
E e t e E s


  

  
 , 0t  .  

引理 1. 如果假设 1 成立, 则下面的不等式也成

立:  

(i)            ij i j j ij i j jco a y t f y t co a x t f x t      

 ij j ja e t  

(ii)            ij i j j ij ij i j j ijco b y t f y t co b x t f x t         

 ij j j ijb e t  
                   

(14) 

上式中,  * **max ,ij ij ija a a  ,  * **max ,ij ij ijb b b  .  

证明 : 首先证明 (i)不等式 , 当   0jy t  和   0jx t  时 , 

显 然 (i) 成 立 ; 当   0jy t  且   0jx t  时 , 

              **
ij i j j ij i j j ij j jco a y t f y t co a x t f x t a f y t       

        j j ij j j j ij j jf x t a y t x t a e t      ; 当

  0jy t  且   0jx t  时,      ij i j jco a y t f y t     

             *
ij i j j ij j j j j ij j jco a x t f x t a f y t f x t a e t      ; 

当    0i ix t y t  或    0i iy t x t  时 , 

           ij i j j ij i j jco a y t f y t co a x t f x t        

  ,ij ij j jco a a f y t        j j ij j jf x t a e t  . 同理, 

采用类似分析, 不等式(ii)也成立.  



计 算 机 系 统 应 用                        http://www.c-s-a.org.cn                     2016 年 第 25 卷 第 4 期 

 26 专论·综述 Special Issue

2 主要结果 
定理 1. 若假设 1 和假设 2 都成立, 在状态反馈

控制(5)的作用下, 且控制器增益 1 2,K K 满足下面的

不等式:  

     
2

2 22 2 2 2
1 2

1

1 1
2 min 2 1

1 1

n
i

i i ij j ij j
j

K K d a b


  
 

 



   
            

  

(15) 

那么驱动系统(1)和响应系统(3)能够实现渐近

同步, 其中: 是非负常数. 

证明: 选取 Lyapunov 函数为:  

       
 

2 2

1 , 1

1 1
,

2 2 1
ij

tn n

i j
i i j t t

V e t e t e s ds
  

 
    

   
 

2
2

, 1

1

2 1
ij

tn
i

j
i j t t

e s ds



 




           (16) 

无穷小算子 L 的定义如下[16]:  

           
0

1
lim , ,V e t E V e t t e t V e t t


     

L  

(17) 

根据它的微分形式 [15],   ,V e t t 的微分形式

为:  

        , , ,edV e t V e t dt V t e t d t  L
       

(18) 

也可以进一步改写为:  

             
1

, , , ,
n

i i i i ij i
i

dV e t V e t dt e t t e t e t t d t  


  L    

                             (19) 

其中 

        
1

ˆ,
n

i i i i
i

V e t e t d y t x t


  L  

      
1

ˆ
n

ij j j j j
j

a f y t f x t


 
 

         
        

1

ˆ
n

ij j j ij j j ij i
j

b f y t f x t u t 



     




 

         
     2

1

1
, ,

2

n

i i i ij
i

t e t e t t 


 
 

               2 2

, 1

1 1

2 1 2

n

j j
i j

e t e t t


 
     


 

               
2 2

2 2

1

1 1

2 1 2

n
i i

i i
i

e t e t t
 




  
     


 

        

      
1

,
n

i i i i i
i

e t co d d y t x t


      

                , ijij j j j jco a a f y t f x t     

                ,ij ij j j ij j j ijco b b f y t f x t        

                 2

1

1
, ,

2

n

i i i i ij
i

u t t e t e t t 


  
 

         
      2 2

, 1

1 1

2 1 2

n

j j
i j

e t e t t


 
     
  

    
      

2 2
2 2

1

1 1

2 1 2

n
i i

i i
i

e t e t t
 




  
     
  (20) 

进一步地, 由引理 1 得到:  

         2

1

,
n

i i ij j ji
j

V e t d e t e t a e t



   L  

     
1

n

i ij j j ij
j

e t b e t t 



   

      2
1 2i i i ijK e t K e t e t t    

     2

1

1
, ,

2

n

i i i ij
i

t e t e t t 


   

      2 2

, 1

1 1

2 1 2

n

j j
i j

e t e t t


 
     
  

      
2 2

2 2

1

1 1

2 1 2

n
i i

i i
i

e t e t t
 




  
     
  

      22 2 2 2

1 1

1 1

2 2

n n

i i i ij j j
i j

d e t e t a e t

 

     
 

 
 

     22 2 2

1

1 1

2 2

n

i ij j j ij
j

e t b e t t 



    
 

  

      2 2 2 2
1 2

1 1

2 2i i i ijK e t K e t e t t     
  

    2 2 2 2

1 1

1 1

2 2

n n

i i i i ij
i i

e t e t t  
 

     

      2 2

, 1

1 1

2 1 2

n

j j
i j

e t e t t


 
     
  

      
2 2

2 2

1

1 1

2 1 2

n
i i

i i
i

e t e t t
 




  
     
  

 
2

2 2
1 2

1

11 1

2 2 2 1

n
i

i i
i

d K K





     



 

     
2 22 2

1

1 1 1 1

2 2 2 2 1

n

ij j ij j
j

a b 


 



        


  

        

 2
ie t                    (21) 

由(15)可以得出  , 0V e t L . 则  

        
0

, 0,0 0
t

E V e t t E V E V t dt   L  (22) 

由于     
 
 

2

1
1 1

11
0 ,0 max

2 2 1 2 1

n n
i ijij

i n
j j

EV e
 

    

     
   

   

                
0 1

sup
n

p

i
s i

E e s
   

  

               0
0 1

sup
n

p

i
s i

H E e t
   

   
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进一步地, 由(22)得到:  

       
1

1
0 ,0 ,

2

n
pt

i
i

EV e EV e t t e E e t



    

因此,    
1

n
p p

i
i

E e t E e t


  

               0
0 1

2 sup
n

p t
i

s i

H E e s e 





   

   

              1
tH e   

其中, 
 

 
 

2

0
1

1 1

11
max

2 2 1 2 1

n n
i ijij

i n
j j

H
 

    

     
   

  ,  

 1 0
0 1

2 sup
n

p

i
s i

H H E e s
   

  .  

因此, 由定义 1 得出, 系统(7)与系统(9)能够实现

渐近同步. 证毕.  
推论 1.  若假设 1 和假设 2 都满足, 在状态反馈

控制(5)的作用下, 且控制器增益 1 2,K K 满足下面的

不等式:       2 22 2 2
1 2

1

2 min 2 2
n

i ij j ij j
j

K K d a b  



      

2 , 那么系统(1)和(3)能够实现渐近同步.  

证明: 通过选取 1, 0, 0i i     , 可以直接由定理

1 得到推论 1.  

注 1. 由于在实际的复杂网络实现的过程中往往

会出现随机扰动, 因此系统难以维持同步现象. 然而

对于随机忆阻器神经网络的研究并不多, 本文在文献

[11-12]的基础上, 研究了变时滞随机忆阻器神经网络

的同步性.  

注2. 文献[11]主要采用随机微分包含和Lyapunov

函数方法来研究随机忆阻器神经网络的稳定性; 文献

[12]则是基于驱动-响应概念、随机微分包含理论和

Lyapunov函数方法研究了混合时滞随机忆阻器神经网

络的同步性. 本文在研究方法上不同之处在于基于非

光滑分析结合微分包含理论来研究一类变时滞随机忆

阻器神经网络的同步性, 从而可以将忆阻器神经网络

权值简单化处理, 为非线性的神经网络系统和线性系

统之间搭建起桥梁作用, 有利于研究忆阻器神经网络

的动态特性.  

此外, 本文引理 1 中的下述结论:  

(i)            ij i j j ij i j jco a y t f y t co a x t f x t        

 ij j ja e t  

(ii)            ij i j j ij ij i j j ijco b y t f y t co b x t f x t           

 ij j j ijb e t    

   与文献[12]中的下述假设条件:  

(i)      , , ,ij ij j j ij ij j j ij ija a f y t a a f x t a a             

        j j j jf y t f x t  

(ii)      , , ,ij ij j j ij ij j j ij ijb b f y t b b f x t b b             

         j j j jf y t f x t  

相比, 本文引理 1 是证明所得结论, 更容易满足且容

易验证, 而文献[12]的条件是人为假设的, 具有主观

性, 只能在特定情况下满足, 因此本文引理 1 数学上

更严格, 具有更少保守性.  

注 3. 本文中假设条件 1满足 Lipschitz 条件, 与文

献[11]中的假设条件 1 相比, 减小了保守性.  

 

3 仿真结果 
  考虑下面的二维随机忆阻器神经网络:  

           
2

1
i i i i ij i j j

j

dx t d x x t a x f x t


    

     
2

1
ij i j j ij

j

b x f x t t dt



  




 
       , , ,i i i ij it x t x t t d t   

 
        0t  ,    1, 2,i               (23) 

其中:  

 1 1

1.2,

1,
d x


 


 
 

0,

0,
i

i

x t

x t




   2 2

1,

1.2,
d x


 


  
 

0,

0,
i

i

x t

x t



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选 取 1 1 0.8   , 2 2 0.7   , 

    1 exp( )/ 1 expt t t   ,    2 0.2 0.02 cost t    , 

1 2 1   , 1.08  ,选取神经元的激活函数为 : 

     1 2 tanhf x f x x  .  

由 (14)得到 , 11 2a  , 12 0.1a  , 21 5a  , 22 2.8a  , 

11 1.6b  , 12 0.1b  , 21 0.3b  , 22 2.5b  . 进而得到

1 1d  , 2 1d  .  

在没有引入控制器的前提下, 图 1 给出了  1e t 与

 2e t 分别随时间变化的曲线. 图 1 中显示同步误差没

有趋于零, 表明驱动系统(23)与响应系统(3)没有实现

渐近同步.  
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将控制器增益设计为 1 1K   , 2 0.5K  . 根据定

理 1, 不等式(15)成立. 在引入了状态反馈控制器的前

提下, 图 2 给出了  1e t 与  2e t 分别随时间变化的曲

线. 从图 2 中可以看出同步误差趋于零, 表明驱动系

统(23)与响应系统(3)实现渐近同步.  

值得注意的是, 在不等式(15)成立的前提下, 当

1K 增大时, 误差 1 0e  与 2 0e  的速度变快, 误差更

快地趋向于稳定, 驱动系统(23)与响应系统(3)更快地实

现同步; 当 2K 减小时, 误差 1e 与 2e 的波动会减小.  
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图 1  系统(11)在无控制器作用下的误差  1e t 与

 2e t  
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图 2  系统(11)在状态反馈控制下的误差  1e t 与

 2e t  

 

4 结语 
  本文研究了基于变时滞随机忆阻器神经网络的同

步控制问题, 在文献[7-12]的基础上, 首先基于非平滑

分析和随机微分包含的理论, 采用了 Lyapunov 函数以

及一些重要不等式的方法, 得到的充分性判据使随机

忆阻器神经网络驱动系统与响应系统实现渐近同步. 

本文减少了假设条件的限制, 并且减小了假设条件的

保守性. 最后, 仿真结果验证了定理的有效性. 今后, 

在此基础上, 可以继续深入研究随机忆阻器神经网络

在保密通信以及图像处理领域的应用.  
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