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一种改进的 Landweber 迭代图像复原算法① 
蒋欣兰 

(中国青年政治学院 计算机教学与应用中心, 北京 100089) 

摘 要: 为解决传统的 Landweber 迭代法收敛速度慢, 且对噪声敏感的问题, 本文针对几种常见的模糊, 即大气

湍流模糊以及运动模糊, 分别研究讨论了图像模糊的产生机理, 并提出了一种改进的 Landweber 迭代图像复原方

法. 通过将图像的信号域与噪声域分离, 改进的方法只在信号域上进行迭代加速, 抑制了噪声的扩大. 实验对比

结果表明本文提出的方法在加速收敛的同时仍可以提高图像复原的精度, 并以遥感图像和高速铁路图像为例, 

进一步验证了该方法的实际应用效果.  
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Improved Landweber Algorithm for Image Restoration 
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Abstract: The exsisting Landweber iterative algorithms suffer from slow rate of convergence and sensitiveness to noise. 

In this paper, two common imaging blurs, named motion blur and atmospheric turbulence blur, are discussed about the 

mechanism of the image blurred, and we propose an improved Landweber iterative algorithm for image restoration. The 

improved method only expedites the convergence in the signal domain, and inhibits the expansion of noise. The 

experimental results demonstrate that the proposed method can still improve the restoration accuracy of results at the 

same time of speeding up convergences, and further show the application effect by applying the method to the remote 

sensing image and high-speed railway image. 
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图像复原旨在将一幅模糊或受噪声污染的图像重

新清晰化的过程, 图像复原的过程在数学模型上往往

抽象为一个去卷积的过程. 图像去卷积常常涉及到求

解大规模线性系统 

     g=a*f                  (1) 

即根据给出的离散噪声图像 g, 去估算实际物体的离散

图像 f, 其中矩阵 A 与点扩散函数  K x 相关, 定义为 

       
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即A矩阵可以看做是点扩散函数  K x 的离散形式[1,2]. 

图像去卷积常常伴随着不适定性, 即式(1)的求解

是一个不适定问题, 各种正则化方法(例如 Tikhonov 
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正则化; 截断 SVD 正则化; Landweber 迭代正则化等)

被引入来解决这一问题. 由于迭代法在求解大规模线

性系统时在时间和空间花费上都具有显着优势, 所以

大规模问题中主要选择迭代正则化方法[3-6].  

  Landweber 迭代法是一种最简单的迭代正则化方

法, 因其实现简单以及具有很好的正则化效果, 在许

多领域有着广泛的应用. 但这种方法的缺点在于收敛

速度较慢, 往往需要很多次迭代才能收敛到合适的解.  

本文主要从提高 Landweber 迭代法收敛速度的角

度出发, 分析了影响图像复原精度的因素, 通过控制

调节这些因素, 从而达到了在加速收敛的同时仍可以

提高图像复原质量的效果.  
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本文以遥感图像中存在的大气湍流模糊以及高速

铁路图像中存在的运动模糊为应用研究对象, 将提出

的复原算法应用于这两种实际的场景中, 进一步验证

了算法的有效性.  

 

1 图像模糊退化原理 
  成像系统受各种因素的影响, 导致了图像质量的

降低, 这一过程称作图像退化[7]. 图像模糊是一种最

常见的图像退化效果, 模糊退化过程如图 1 所示.  

   
(a)运动模糊 

 

(b)大气湍流模糊 

图 1  图像模糊退化过程 

 

  如图 1, 在高速摄像的环境下, 如高速铁路车载成

像系统与目标在曝光时间内的快速相对运动将导致成

像的运动模糊. 而对于遥感成像而言, 由于存在大气

层, 在光线进入成像系统传感器之前, 大气湍流随机

地干扰光线的传播将导致大气湍流模糊.  

  图像模糊可以看做是点扩散函数(PSF)[8]作用在原

始物体上的结果, 图 2 为图像模糊退化模型.  

 
(a)运动模糊 

 

(b)大气湍流模糊 

图 2  图像模糊退化模型 

   

  如图 2 为图像模糊退化的模拟过程, 原始物体(用

清晰图像表示)与点扩散函数相互卷积就使原清晰图

像退化为模糊图像.  

  图像模糊退化模型的空间域表示为 
退化为模糊图像.  
图像模糊退化模型的空间域表示为 

g = H f                      (3) 

其中, f 表示原始物体; H 表示点扩散函数; H 与 f 相

互作用表示图像模糊的过程; g表示退化图像.  

根据卷积定理, 式(3)做傅里叶变换, 可得频域表

示 

ˆˆˆ g = H f                      (4) 

其中, ĝ , Ĥ , f̂ 分别为 g , H , f 的傅里叶变换形式, Ĥ 称

作频域上的传递函数.  

图像复原的目的就是根据退化图像的一些先验知

识, 从退化图像出发去寻找一幅与原始物体最近似的

复原图像.  

 

2  改进的Landweber迭代法 
Landweber 迭代法用来求解最小二乘方程 

* *A Af A g                      (5) 

其中, A  是一个平方可积的线性算子, *A  是 A 的共

轭算子, g  为已知数据, f  为未知求解对象.  

其迭代策略为:  
* *

1 ( )k k kf f A g A Af                     (6) 

其中, kf  代表第 k  次迭代得到的结果,   为松

弛参数.  

式(6)做傅里叶变换, 整理得 
2 2
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(7) 

在保证式(7)收敛的情况下, 则经过有限次迭代, 

式(5)取得最优解.  

其中 , ˆ ( )g  表示退化图像 , ˆ ( )K  为传递函数 , 

0̂ ( )f   为任取的初始迭代值, ˆ ( )kf  表示第 k 次迭代得

到的复原图像. 因此, 利用这一迭代模型, 在进行 optk

次迭代后, 可以得到与原始物体最为近似的复原图像. 

2.1 Landweber 方法的收敛条件 

设 B 为一频率区间 , 且有 B 时 , ˆ ( ) 0K   ; 

B 时, ˆ ( ) 0K   (在图像系统中, B 可作为成像系

统的频带).  

则式(7)的收敛条件为[9]:  
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(1)当 B 时, 由 ˆ ( ) 0K   ,  ˆ 0g   得, 对任意

k , 有    0
ˆ ˆ
kf f  , 所以频带之外 Landweber 方法一

定收敛.  
(2) 当 B 时 , 式 (7) 收 敛 必 须 满 足 条 件

 
2

max

2 2
0

ˆ ˆK K



   .  

2.2 Landweber 方法的正则化特性 

Landweber 方法是一种以迭代次数作为正则化参

数的正则化算法[10].  

令  0
ˆ 0f   , 式(7)可以写作 

     
 

     
 

ˆ1 ˆ
ˆ2

k k ix
k q

g
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 


  B     (8) 

其中 

      2ˆ ˆ1 1
k

kW K                 (9) 

式(8)具有正则解的一般形式, 且式(9)满足窗口函数的

条件.  

对于一些小的  K̂  (很多情况下  K̂  的值是很

小的 ),      
2ˆ ˆkW k K  � , 而 Tikhonov 窗口函数

   
21ˆ ˆW K  


� . 若二者具有相同的正则化效果, 则

     ˆ ˆkW W  , 可得 1 / k   .  

因此 Landweber 方法具有正则化特性, 且正则化

参数为迭代次数 k .  

2.3 Landweber 方法的半收敛性 

式(8)中, ( )kR g 用来表示第 k 次迭代得到的近似

解 kf , 用  0
kf f 来表示迭代解的误差, 有 
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          (10) 

其中, ( )kR 为式(8)中定义的算子,  0f 为原始数据, 

w 代表加性噪声数据.  

从式 (10)中可以看出 , 迭代解的误差主要受
( ) (0) (0)kR Af f 和 ( )kR w 两项的影响. 可以得到 

 

222( ) (0) (0) ( ) (0)

22
2 (0)

1 ˆˆ ( ) 1 ( )
(2 )

1 ˆˆ(1 ) ( )
(2 )

k k
q

k
q

R Af f W f d

K f d

  


   


  

 




(11) 

2222( )
2

ˆ ( )1 ˆ1 (1 ( ) )
(2 ) ( )

k k
q

w
R w K d

K


  

 
      (12) 

式(11)是迭代次数 k 的减函数, 而式(12)是迭代次

数 k 的增函数. 即随着迭代次数的增加, 图像之间的

近似误差越来越小, 而噪声误差却越来越大. 因此, 

复原过程必然表现出半收敛的性质, 即随着迭代次数

的增加, kf 首先逼近  0f , 而后又远离  0f . 因此, 在

利用 Landweber 迭代法进行图像去卷积时, 就要求我

们寻找一个最优迭代次数 optk , 从而使图像复原达到

最好的效果.  

2.4 预调节器的选取 

式(9)中, 由于  K̂  往往很小( 310 数量级), 因此

需要进行多次迭代, 窗口函数    ˆ kW  才能近似收敛到

1, 即多次迭代之后才能求得最小二乘问题的解, 这表

明收敛速度慢是 Landweber 迭代法的一大缺点. 为了

克服这一缺点, Strand 提出了一种方法[11], 对于最小二

乘解问题(式(5)), 有如下形式 

DA Af DA g               (13) 

这里 D 是一个线性有界算子, 记作 
1 ˆˆ( )( ) ( ) ( )

(2 )
ix

q
Df x D f e d  


         (14) 

若算子 ˆ ( )D  满足如下性质:  

1)对任一 , 
2ˆ ˆ( ) ( ) 1D K   ;  

2)对 ˆ ( )K  大于合适阈值的所有空间频率 , 
2ˆ ˆ( ) ( )D K  接近 1, 或者至少不比 1 小很多.  

满足以上条件的算子 D 被称作预调节器. 将预调

节器算子作用在待求解的原问题上, 使原问题更易求

解, 这一过程称作预处理[12,13].  

我们将 Landweber 方法应用于式(13), 得 

1 ( )k k kf f D A g A Af  
    , 其中 0 2     (15) 

为便于分析, 取 0 0f  , 对式(15)做傅里叶变换, 整理

后可以得到 
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           (17) 

从式(17)中, 我们可以看出, 整个频域空间可分为

信号子空间 S (signal subspace)和噪声子空间 N (noise 

subspace). 由于
2 2ˆ ˆ( ) ( )w sK K  (本文中选用高斯低
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通滤波器), 因此, 若  2 2ˆ ˆ( ) , ( )w sK K   , 则有 

2 2

1

2ˆ ˆ( ) ( )s wK K

 

   
 

 
       (18) 

由式(18)可以看出, 信号子空间中的迭代加速效

果要优于噪声子空间, 也就是说  ˆ
kS  的收敛速度要

优于  ˆ
kN  的收敛速度, 这正是我们想要的. 但毕竟

噪声子空间中的收敛速度也被加速, 因此, 如果我们

可以将图像中的信号和噪声分离, 仅对信号子空间进

行预处理加速, 而噪声空间不做加速处理, 则可以得

到更好的效果.  

事实上, 很难从严格意义上将信号与噪声彻底分

离, 但我们可以找到两个子空间 S和 N , 分别近似于

信号子空间 S 和噪声子空间 N . 有如下描述:  
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     (19) 

若  
2ˆ0, 1s w wK     , 则式(19)变为 
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 
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   (20) 

对于式(20), 在图像去卷积问题中, 如果信号子空

间和噪声子空间可以严格的分离, 那么经过一次迭代

就可以得到最好的复原效果. 但由于近似噪声子空间

N 中往往包含有边缘信息, 因此, 需要进行若干次迭

代来恢复图像边缘.  

式(1)做傅里叶变换, 得到 
ˆˆˆ g = A. f                (21) 

Â 中较大的值对应于 ĝ 中的信号成分, 而较小的值对

应于图像中的噪声成分[14], 其中 Â 由滤波器 A 做傅里

叶变换得到, ĝ 由图像 g 做傅里叶变换得到. 因此, 

根据这一性质, 我们可以尝试分离信号和噪声子空间.  

以下是构造基于信噪分离的预调节器的具体步

骤, 描述如下:  

1)寻找最优信噪分离点 optsw  

①读入噪声图像 g , 经傅里叶变换得到 ĝ , 将矩

阵 ĝ 中的元素从大到小排列 , 并依次存入数组

G[1,pixels]中, 其中 pixels 为图像的总像素;  

②  遍历 G, 找到最优信噪分离点 optsw , 则

G[1, optsw ]主要存储信号像素值, G[ optsw ,pixels]主要

存储噪声像素值.  

2)根据 optsw 分离图像 g 为近似信号图像 signalg 和

近似噪声图像 noiseg  

① 将 G 中区间[ optsw ,pixels]中的元素值全部置

零得到数组 signalG , 然后将数组 signalG 按照矩阵 ĝ 中像

素的分布重新构造一个新矩阵 signal̂g , signal̂g 做傅里叶

反变换就得到了近似信号图像 signalg ; 将 G 中区间

[1, optsw ]中的元素之全部置零得到数组 noiseG , 同理可

以得到近似噪声图像 noiseg . 图 3 为根据 optsw 分离开

的近似信号图像 signalg 与近似噪声图像 noiseg .  

       
(a) 0g             (b) g  

       
(c) signalg          (d) noiseg  

图 3  (a)模糊图像 0g , 表示全信号图像; (b)噪声图像g , 

由 0g 加入高斯白噪声生成; (c)和(d)为近似信号图像与近

似噪声图像, 由g 根据最优信噪分离点 optsw 分离得到. 

3)构造信噪分离的预调节器 

①将矩阵 Â 中的元素从大到小排序, 并存入数组

B[pixels]中, 其中 pixels 为图像的总像素;  

②  对 于 数 组 B, 在 区 间 [1, optsw ] 上 应 用

B
2

1
opt

ˆ[1,sw ] ( )  K 进行信号子空间预处理, 而在区

间[ optsw ,pixels]上应用 B opt[sw ,pixels] 1 来保证噪声子

空间不进行迭代加速处理;  

③ 将数组 B 按照矩阵 Â 中的元素分布重新构造

一个新矩阵 D̂ .  

至此, 我们就得到了一个信噪分离的预调节器D .  

 

3  实验与分析 
3.1 实验对比 

  本节我们将通过实验来说明预处理方法的迭代加
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速效果. 如图 4 所示, 将一幅规格为 50×50, 即具有

2500 个像素点的原始图像进行模糊化, 加噪处理, 得

到的图像作为待去卷积的图像.  
   

                  
 50 500f         0 0g = Af           0g = Af + w  

图 4  模拟的实验数据图像 

 

接下来要做的就是根据给出的噪声图像g , 采用不

同的实验方法, 得到近似于原始图像 0f 的复原图像f .  

我们用相对复原误差 RRE(Relative restoration 

error)的概念来表征图像复原的质量. 相对复原误差有

如下定义:  

RRE 
0

0

f - f

f
 

实验中我们采用不同的迭代次数来观察复原结

果, 同时也计算出相对复原误差.  
 

 
(a-1) 40k    

 

(a-2) 478optk   (a-3)复原误差(RRE)与迭代次数( k )的变

化关系 
(a)无预调节器的 Landweber 方法 

 

(b-1) 
40optk   

(b-2)复原误差(RRE)与迭代次数( k )的变化

关系 

(b)采用简单预调节器的 Landweber 方法 
(Strand 提出的预处理方法) 

(c-1) 40k    

(c-2) 120optk  (c-3)复原误差(RRE)与迭代次数( k )的变化

关系 

(c)采用信噪分离预调节器的 Landweber 方法 

图 5  实验结果 

 

图 5 给出了实验的结果, 其中 k  为迭代次数, 

optk  为最优迭代次数, 即图像达到最优复原效果时所

需的迭代次数.  

图(a)表示无预调节器的 Landweber 方法. 比较

(a-1)与(a-2), 很明显, 迭代次数较小时, 噪声误差传递

较小, 但边缘较模糊; 迭代次数取得最优值时, 边缘

恢复较好, 但噪声被明显放大了.  

图 (b) 表示采用简单预调节器 ( 0.08  ) 的

Landweber 方法. 可以看出, 该方法在进行 40 次迭代

之后得到最优复原效果, 与(a)中的方法相比, 收敛速

度大幅提高, 但是由于噪声传递的加快, (b)中的方法

明显降低了图像的恢复质量.   

  图(c)表示采用信噪分离预调节器的 Landweber 方

法, 可以看出, 与(a)中方法相比, (c)中的方法不仅只

需要更少的迭代次数就能得到最优效果, 而且其复原

误差也较(a)中的方法小. 与(b)相比, 虽然(c)中的方法

需要更多的迭代次数达到最优复原效果, 但是在二者

取相同的迭代次数时, (b)中的方法已经得到最小恢复

误差, 大小为 18.25%, 而此时运用(c)中的方法得到的

复原误差为 15.17%, 也就是说在相同迭代次数 40k 

的情况下, (c)中的方法要优于(b)中的方法.  

三种方法的实验结果比较如下表 1 所示:  

表 1  实验结果比较 

 迭 代

次数 

相对复原误差

( 40k  )(%) 

最优迭代

次数 

最小相对复

原误差(%) 

无预调节器 40 25.81 478 16.69 

简单预调节器 40 18.25 40 18.25 

本文的方法 40 15.17 120 14.78 

从表 1 可以看出, 对同一幅模糊图像进行复原的

0Af 0Af + w
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情况下, 同样的迭代次数本文的方法相对误最小.  

图 6 为三种实验方案得到的相对复原误差曲线在

同一坐标系中的比较. 从图中可以直观的看出, 采用

信噪分离预调节器的 Landweber 方法, 无论在加速迭

代收敛方面, 还是在提高图像复原精度方面, 都有着

明显的提高. 

 

 
图 6  三种方法复原误差的比较(横轴为迭代次数, 纵

轴为复原误差) 

 

3.2 实际应用中的复原结果 

  根据 3.1节中的实验模拟, 我们得到如图 7所示的

实际应用中图像的复原结果.  

   
模糊图像      300 次迭代      最优迭代 

(a) 大气湍流模糊图像经 300 次迭代和最优迭代 75
次后的复原效果 

   

模糊图像       300 次迭代       最优迭代 

(b) 运动模糊图像经 300 次迭代和最优迭代 120 次后的复原效果 

图 7  遥感图像和高速铁路图像的复原结果 

   

从图 7 中可以明显观察到本文提出的改进的

Landweber 迭代法无论对于遥感图像中的大气湍流模

糊还是高速铁路图像的运动模糊, 都是切实可行的, 

且具有很好的复原效果.  

 

4 结语 
  本文提出了一种基于信噪分离的预处理迭代算法, 

Landweber 其主要思想是通过分离信号域与噪声域, 仅

在信号域上进行迭代加速预处理. 通过理论分析与实

验, 说明了这一方法的优点: 1)收敛快; 2)误差小. 从

对比结果中可以明显的观察到: 在相同的迭代次数下, 

本方法具有最小的相对复原误差. 因此采用这一方法, 

可以使图像更快的复原到更优的近似解.  
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