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基于拉普拉斯算子的三角网格模型的平滑与压缩算法① 
王  卉, 黄玉清 

(西南科技大学 信息工程学院, 绵阳 621010) 

摘 要: 三角网格模型被广泛应用于各个领域并迅速发展, 为了既保留网格模型的局部几何特征, 又在平滑去

噪的同时能够较好地保持边缘、纹理等细节信息, 提出一种基于拉普拉斯算子的偏微分方程平滑方法, 可以得

到较好的去噪效果; 为了更加方便三维数据的传输与操作, 采用了一种在拉普拉斯算子的基础上, 对三角网格

模型进行特征分解进而进行光谱压缩的方法, 可以实现对模型的压缩.  
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Abstract: Triangular mesh models are widely used in various fields and develops rapidly. In order to preserve the local 

geometric features of the mesh model, and at the same time can better keep the edge and texture details while smoothing 

and denoising, a partial differential equation smoothing method based on Laplacian is came up, and it can get good 

denoising effect. In order to transmit and operate three-dimensional data more conveniently, an eigen-decomposition and 

spectral compression method based on Laplacian is came up, and it can realize the compression of the model. 
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现阶段, 采用三角网格来描述几何形体的技术不

断发展而且日渐成熟, 对三维图形可视化的要求也逐

渐在提高, 然而通过海量的数据点所得到的三角网格

模型却不可避免的存在着噪音的影响, 这些噪音有可

能是由原始模型的小洞、尖锐特征或者是较高的曲率

造成的, 也有可能来源于生成网格模型算法本身的局

限性或所选用的测量机器的采样率较低[1,2]. 存在着噪

声的不规则网格模型对图像的显示、传输、实验等等

后续的操作将造成较大的影响[3]. 因此, 如何在既能

够保持模型本身的几何特征, 又能够使模型去除一定

噪声的要求下对三维网格模型进行平滑己成为目前计

算机图形学中的一个重要问题.  

近年来, 基于偏微分方程的图像处理方逐渐法成

为了图像处理领域的重要分支. 偏微分方程从分析图

像降噪的机理入手, 结合泛函分析、微分几何等数学

工具, 建立了和偏微分方程相关的公理体系[4]. 尤其 
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是, 二维图像去噪中的基于偏微分方程的思想逐渐被

应用到了三维网格模型的平滑之中, 在这种情况下, 

本文提出了一种基于拉普拉斯算子[5]的利用偏微分方

程对三角网格模型进行平滑的方法, 既具有拉普拉斯

平滑可以保留网格模型的局部几何特性的优点, 又具

有偏微分方程偏方法能够较好地保持边缘、纹理等细

节信息的优点, 可以较好地对三角网格模型进行平滑

去噪, 进一步改善对噪声模型的平滑效果.   

目前, 随着三维外形扫描数据技术不断发展, 人

们对于几何数据的细节和精度都有了更高的要求, 这

使得三维几何数据的复杂程度、规模等快读增长, 庞

大的几何数据量给现有的三维图形的处理能力以及速

度带来了挑战[6,7]. 用三角网格模型去描述含有大量数

据点的几何图形虽然缩减了存储量, 但是由于网络带

宽等因素的限制, 三维几何数据的传输还是受到了严

重的阻碍[8]. 仅仅依靠增加硬件设备的投入是不足以 
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解决这一问题的, 需要人们研究针对三维几何数据的

压缩技术. 在这种情况下, 本文采用了一种在拉普拉

斯算子的基础上, 对三角网格模型进行特征分解进而

进行光谱压缩的方法, 可以较好的实现对三角网格模

型的压缩, 更加方便了数据的传输与操作.  

 

1  基本原理 
1.1 拉普拉斯算子 

假设 ( , , )M V E F 是一个给定的包含了 n 个顶

点的三角网格模型. 其中V 表示模型中的顶点的集

合, E 表示模型中的棱边的集合, 而 F 表示模型中的

面的集合. 其中每一个属于模型 M 的顶点 i , 如果用

绝 对 笛 卡 尔 坐 标 表 示 的 话 , 可 以 表 示 为

( , , )i i i iv x y z . 下面我们定义 iv 所对应的 坐标或

者说是拉普拉斯坐标的表示形式如式(1):   
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其中  ( ) ( , )N i j i j E  表示顶点 iv 的直接邻域点

的集合, ( )id N i 表示顶点 iv 的直接邻域点的个

数, 进而
( )

1
i j

j N ii

v v
d 

  表示的是顶点 iv 的所有直接邻

域点的中心位置, 那么 i 可以视为顶点 iv 的绝对笛卡

尔坐标与它在网格中的直接邻域点的中心坐标的差, 

即表示了当前顶点与它直接相邻的所有顶点的中心之

间的偏离量, 图 1 可以更形象的反映出 坐标的含义:  

 
图 1  坐标示意图 

 

在式(1)中, 我们对网格顶点 iv 的所有直接邻域点

求取了平均值, 也就是
( )

1
i j

j N ii

v v
d 

  , 采用的是均

一化的加权机制, 对于一个规则的三角形网格模型来

说, 如果它的顶点的直接邻域点之间的各边的长度都

是单位量, 那么按照公式所计算得到的拉普拉斯坐标

值就会为零, 也就是说没有任何的误差, 这也间接地

说明了该网格模型没有含有任何几何细节, 网格模型

是一个完全平滑的曲面. 但是在现实生活中, 规则的

网格模型大多都是理想状态中的, 一般不存在规则的

网格模型, 也就是说大部分曲面包含着丰富的几何细

节, 那么拉普拉斯坐标值将不会为零, 所以拉普拉斯

坐标能够反映曲面的几何局部细节特性[9].  

1.2 拉普拉斯矩阵的形成 

拉普拉斯矩阵的引入主要是为了实现以矩阵的形

式完成绝对笛卡尔坐标向 坐标(拉普拉斯坐标)的转

化. 现在我们让 A 是网格的邻接矩阵或者说是连通矩

阵, 那么 A 可以表示成如下形式:  
1 ( , )

0ij

i j E
A


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 其它

 

通过 A 矩阵, 可以很清楚的展现出网格顶点之间

的相互连接关系.                                  

让 D 是对角矩阵且 ii iD d .  

那么转换绝对笛卡尔坐标到 坐标的矩阵是:  

1L I D A   

其中 I 为单位矩阵.  

这样便得到了三角网格模型的拉普拉斯算子 L , 

通常情况下我们考虑对称版本的 L 矩阵, 它可以使研

究更为方便, 由 sL DL D A    定义对称的拉普

拉斯矩阵:   
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也就是说 , ( ) (y) (z), ,x
s s sL x D L y D L z D     , 

其中 x 是一个包含了所有顶点的 x 的绝对坐标的 n维

向量, ,y z 与之类似.   

1.3 偏微分方程平滑 

通常情况下, 偏微分方程指的是含有未知的多元

函数及其部分偏导数的等式形式表达式[10]. 例如一个

自 变 量 为 1 2( , ,... )nx x x x 的 n 元 函 数

1 2( ) ( , ,..., )nx x x x  的偏微分方程的一般形式是:            

其中
1 2
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k
k

kk k
n

D
x x x

 

  

 ,  

1
, 1,2,..., ; 0

n

i ii
k k k m k


   .  

流形上的热扩散过程一般是由如下方程来控制

的: 
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其中 L 是 Laplace-Beltremi 算子, ( )f x 是定义在流形

M 上的初始热场量.  

为了实现对三角网格模型的平滑滤波功能, 本文

在拉普拉斯矩阵的基础上, 建立了下述偏微分方程模

型, 通过执行该方程来执行一个热扩散过程. 偏微分

方程如下所示:   

          d / *F dt L F   

和 (x, t 0) fF                                      

其中 L 为拉普拉斯矩阵, (i,:)f vertex , 表示了三

角网格模型的顶点的其中一维.  

我们设定一个时间 dt 的值作为将模型离散化的

时间步长, 这个值在选择的时候要尽量小, 这样效果

才会比较明显; 然后通过改变停止时间 max\ dtT 的

值来决定执行热扩散的次数, 也就是说执行上述偏微

分方程的次数, 进而得到不同情况下的平滑效果. 

1.4 特征分解与光谱压缩 

  通常一个三角形网格模型所包含的信息被分为三

部 分 : 拓 扑 信 息 (Connectivity data) 、 几 何 信 息

(Geometry data)和属性信息(Property data). 由于几何

信息和属性信息在很多例子中是依附于顶点的, 因此

几何信息和属性信息通常被称为顶点信息, 这些信息

一般都以单精度浮点数的形式被存放, 这样一个三角

网格模型有时候就要占据大量的空间, 因此为了有效

的处理和传输三角网格模型, 对其进行压缩是一种比

较有效的手段[11,12]. 而拉普拉斯算子就是根据三角网

格模型的顶点信息建立的, 本文在拉普拉斯算子的基

础上采用特征分解的方法实现对模型的光谱压缩. 对

拉普拉斯矩阵进行 SVD 分解之后, 第一个特征向量

(与最小的特征值相对应)代表的是网格上平稳的、缓慢

变化的部分, 最后一个特征向量(与最大的特征值相对

应)包含了高频率的部分, 及快速变化的部分. 拉普拉

斯算子的特征向量是基于不规则域的离散余弦的扩展, 

其特征值被认为代表了网格的频谱, 通过对特征值以

及特征向量所对应的网格结构的操作, 可以实现对网

格的压缩, 具体步骤如下:  

  (1)求取所选模型的拉普拉斯算子;  

(2)将拉普拉斯算子进行特征分解, 得到U 矩阵: 

 1 2 3e ,e ,e ....en  和 V 矩阵. 其中, U 矩阵是由特征向

量组成的矩阵, V 矩阵是由特征值组成的对角矩阵, 

且 1 2 ... n     ;  

(3)提取模型的顶点矩阵, 并将顶点矩阵映射到特

征向量矩阵U 中, 得到的新的矩阵代表了三角网格模

型的光谱系数;  

  (4)将高频系数置 0, 得到新的矩阵. 将该矩阵映

射回特征向量矩阵中, 得到压缩后的模型.  

   

2 实验结果与分析 
2.1 偏微分方程平滑 

  下图所示是一个已知的三维 elephant 模型.  

 
图 2  原始已知模型 

 

    在已知模型的基础上我们对其三角化, 即用三角

网格面来近似的描述该三维立体模型.  

  
图 3  三角网格化后的模型(整体和局部) 

 

  为了更好的实现对三角网格模型的平滑去噪的效

果, 现在可以给该已知的三角网格化后模型添加一些

噪声(这些噪声将被添加在三角网格模型的每个顶点

的法线方向上).  

 
图 4  添加噪声之后的模型 

 

  根据本文所述的方法, 在不同的, 取 0.1 时对加了

噪声后的模型进行平滑处理后的结果如下:  

由上面一系列结果图可以得出: 文中所述方法可

以较好地实现对三角网格模型的平滑, 随着 maxT 的
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增加, 也就是偏微分方程迭代次数的增加, 滤波效果

都会越来越好. 当 maxT 等于 40, 即偏微分方程被执

行了 400 次左右时, 基本去除了所加的噪声, 恢复成

原来的模型, 之后 maxT 再增加时, 就会使得模型过

多平滑, 而改变了原始已知模型的特征. 

  

  

  

  
图 5 0.1dt  , maxT 分别等于 2、5、8、10、20、

40、100、200 

  

2.2 光谱压缩 

  我们将对一个三角网格化的 mushroom 模型进行

压缩, 保留百分比不同, 也就是说压缩比例不同, 得

到的结果也将不同(下面的提及的 Keep 的值表示的是

保留的百分比).  

   

   

   

   

图 6  Keep 分别为 2、3、5、10、20、50、80、100(原

图) 

   

  由图 6 可以得出, 随着 Keep 值的增加, 三角网格

模型压缩的程度在减小, 当 Keep 的值为 100 时, 也就

是完全保留时 , 得到的是实验选取的原始模型 . 当

Keep 的值越小(压缩比例越大)时, 被置为 0 的高频系

数相对越多, 也就是, 三角网格模型就被压缩的越厉

害, 尤其是其比较突出的部位, 因为这些部位所包含

的高频信息较多.  

   

3 结论 
  本文在拉普拉斯算子的基础上, 提出了对三角网

格模型的一种偏微分方程平滑方法以及光谱压缩算法, 

通过改变参数得到了较好地平滑以及压缩效果, 对实

现三维几何数据的更方便的传输与操作具有实用价

值.  
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