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基于近似弧长参数化的机器人轨迹规划① 
郝卫东, 李 君, 闫 伟, 陈志丹, 梁卫鸽, 邓阳光 
(桂林电子科技大学 机电工程学院, 桂林 541004) 

摘 要: 主要研究了采用近似弧长参数化的插值方法进行关节式工业机器人的轨迹规划. 运用近似弧长参数化

的插值方法将机器人末端轨迹参数曲线离散为等弧长的插值点序列, 通过机器人逆向运动学求解各关节的位移

点序列, 采用极限的方法进行各关节速度和加速度规划. 这种轨迹规划方法可以避免关节空间的插值计算和雅

克比矩阵的计算. 在 matlab7.8 平台上, 对近似弧长参数化的插值方法、轨迹规划及可行性验证进行了实例仿真, 
仿真结果表明该轨迹规划方法是可行的.  
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Trajectory Planning of Robot Based on Nearly Arc-Length Parameterize Curve 
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Abstract: This paper mainly studied the joint type arc length parametric industrial robot trajectory planning method. 
Using the approximation of the arc length parametric curve interpolation method to end the robot trajectory parameters 
for arc such as discrete interpolation point sequence, the displacement of each joint point by solving inverse kinematics 
of robot sequences adopts the method of the limit of velocity and acceleration of each joint planning. This method is 
effective to avoid the joint space interpolation calculation and jacobin matrix calculation. In matlab7.8 platforms, the 
instance simulation is carried out on the above theory. The simulation results show that the trajectory planning method is 
feasible. 
Key words: web information extraction; joint type robot; trajectory planning; arc length parametric; linear rational 
function; Mtlab simulation; 
 
 
关节式工业机器人作业方式分为点位作业(PTP)和连

续路径作业, 只有点位作业才能在关节坐标系中直接

进行轨迹规划, 连续路径作业则需要给出路径轨迹方

程. 针对连续路径的轨迹规划, 一般是先以参数为步

长进行曲线离散, 再进行关节空间的轨迹规划. 关节

空间的轨迹规划具有不发生机构奇异性等特点, 但需

要进行大量插值计算[1]. 速度及加速度规划, 一般采用

逆雅克比方法计算, 速度规划的雅克比矩阵是 6×n 的, 
雅克比矩阵的逆运算复杂, 其计算量将随着关节数的

增加而增加[2]. 许瑛等人采用输入角切换法对曲线等

弧长分割的机器人轨迹规划进行了研究, 实现了近似

等弧长轨迹输出, 有效的避免了关节空间的插值计 
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算, 但弧长误差较大[3].  
  方奎等人对近似弧长参数化方法进行了深入的研

究, 并成功应用于实际生产. 本文将把近似弧长参数

化的方法应用于机器人轨迹规划中, 以避开轨迹规划

中复杂的插值计算, 并结合极限方法, 实现速度加速

度规划, 避开雅克比矩阵的计算. 文中将在 Matlab7.8
的平台上, 对轨迹曲线近似弧长参数化和轨迹规划进

行实例仿真及可行性论证.  
   
1 参数曲线近似弧长参数化的插值方法 

弧长参数化是指, 曲线是以弧长为参数的矢量函

数, 弧长称为自然参数, 曲线方程称为自然参数方程. 
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一般来说, 弧长公式没有解析表达式, 即使有, 
它的反函数也未必能求出, 因此精确地实现曲线 Γ 的

弧长参数化是不可能的[4]. 通常采用近似方法实现弧

长参数化.  
  本例中将采用分段有理线性插值建立自然参数方

程的近似弧长参数化方法, 实现轨迹曲线的等弧长步

长离散化. 该插值方法没有参数化失真的缺点, 且在

插值点处弧长是精确的, 其它点的弧长相对误差也很

小, 满足机器人轨迹曲线弧长参数化的要求[5].  
  假设参数曲线 Γ: )(trr rr

= (a≤t≤b)是给定的或是

某种插值参数三次样条, 给定区间上的任意分划:  
Δ: a= 0t < 1t < …< nt =b 

   由弧长公式计算参数对应的弧长:  

       dttrs it

ti ∫=
0

)('
r             i=0, 1…,n    (1)                      

为了反求参数 t, 设区间[, ]上的线性有理函数为:  
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(2)式中 iw 是为权因子, 且 iw ≠0. iw 有如下递推公

式:  
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式中: 1−−=Δ iii sss ,  
    1−−=Δ iii ttt   ,  

再有公式(2)求得反函数:  
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式中: 11 −−−= iiiii swswa ,  
      111 −−− −= iiiiiii tswtswb ,  

  1−−= iii wwc ,   
  11 −− −= iiiii twtwd .  

再将(4)式代入参数曲线 Γ中, 得 
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我们称曲线 Γ 是 Γ 的近似弧长参数化插值曲线. 
通过(5)式可以求出等弧长的曲线离散点坐标值. 

  
2 机器人的运动学分析 
2.1 D—H 坐标系的建立 

LS-6工业机器人是4自由度的关节式工业机器人, 

其中 3 个旋转关节在同一平面内(回转中心线互相平

行), 最后一个关节为移动式关节, 移动方向与其它关

节的回转中心线平行. 为了简化轨迹规划, 可将 LS-6
机器人看作 3 自由度的平面机器人. 按照 D—H 坐标

法, 建立数学模型如图 1所示. D-H参数表如表 1所示.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 1 LS-6 工业机器人数学模型 
 

2.2 运动学正解 
根据连杆坐标系和 D-H 参数表, 机器人运动学方

程[6]可描述为:  

    TTTT 3
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2
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1
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0 =                (6) 

式中, Tii 1− —第 i 个连杆坐标系相对于第 i-1 个连杆坐

标系的齐次变换矩阵.  
且有:  
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式中, )cos( iic θ= , )sin( iis θ=  (i=1,2,3) 
将表 1 中的连杆参数代入到式(6,7)中, 得到机器

人末端相对于基坐标系的位姿矩阵. 同时, 末端在基

坐标系下的位姿亦可表示为:  
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 表 1 D-H 参数表 
关节 θ/(°) b/(mm) 关节范围/(°) 

1 90 330 -150～150 

2 0 270 -150～150 

3 0 0 -360～360 

 2.3 运动学逆解 
平面三自由度机器人在结构上满足 pieper 准则, 

将采用封闭解法来求解该逆运动学问题 [ ]7 , 则:  
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式(9)左边(1,4)和(2,4)与右边等同起来, 可得:  

)sin()cos()cos( 11122 θθθ xy pbpb −−=           (10) 

)sin()cos()sin( 1122 θθθ yx ppb −−=             (11)             

式(10)与式(11)等式两边分别平方再求和消去 2θ , 
令 22L yx pp += , )arctan(

x

y

p
p

=ρ , 可得:  

   
1

2
2

2
1

22

1 2
)sin(

Lb
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其中 1-θρ 为 0°至 180°的两个值对应着 1θ 的两个可能

值, 需要根据实际条件设定边界条件排除一个伪解.  
将解得的 1θ 值代入式(10)和(11)可解得 )cos( 2θ 和

)sin( 2θ 的值, 根据 )cos( 2θ 和 )sin( 2θ 的正负值判断 2θ 所

在的象限, 排除 2θ 的伪解.  
式(9)左边(1,1)和(2, 1)分别与右边等同起来, 可

得:  
    ( ) ( )1132 sincos)cos( θθθθ xy nn −=+             (13)                   

    ( ) ( )1132 sincos)sin( θθθθ yx nn −−=+            (14)                   

将 1θ 、 2θ 的值带入式(13)和(14), 同样采用 2θ 的求

解方法可解出唯一的 3θ 的值.  
 

3 机器人速度规划 
3.1 各关节角速度及角加速度计算 

机器人在执行焊接等任务时, 对末端的速度控制

有较高的要求, 需对机器人进行速度规划 [ ]8 . 在对轨

迹曲线进行等弧长离散过程后, 利用极限的方法, 进
行速度及加速度计算.  

在进行等弧长离散时, 假设弧长步长 sΔ 可取的无

限小, 则在 sΔ 范围内可认为是匀速的. 在每个插值点

处计算出末端角速度和线速度值, 取第 i 个点处的速

度值为 isΔ 的平均速度, 则 isΔ 内的运动时间则可以通

过式(15)计算. 在关节坐标系中, 可看作是过路径点的

线性插值计算, 关节角速度可由式(16)计算, 关节角加

速度可由式(17)计算. 通过以上计算可得各关节的角

速度和角加速度序列.  

    
i

i v
st Δ

=Δ                      (15) 

式中, sΔ -弧长步长,  
      iv -第 i 个插值点的线速度,  
      itΔ -第 i 个步长内的运动时间,  
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i
i t

w
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式中, iw —角速度,  
  iθΔ —相邻插值点的关节角度差值,  

    
i

i
i t
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Δ
Δ

=     i=1,2,…,n-1           (17) 

式中, ia —角加速度,  
  iwΔ —角速度差值.  

3.2 速度规划的可行性分析方法 
为了验证其速度规划的可行性, 本研究将利用雅

可比方法对末端速度进行验证. 对于 n 个关节的机器

人, 雅可比矩阵是6×n的矩阵, 前3行代表对末端线速

度V的传递比, 后 3行代表对末端角速度W的传递比, 
即:  
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式中, n=3; 雅克比矩阵—6×3 矩阵; liJ , aiJ —关节 i 的
单位关节速度引起末端线速度和角速度.  

本研究采用微分变换法求解雅克比矩阵 [ ]8 . 因为

Ls-6 机器人各个关节为转动关节, 对于任意的关节 i, 
连杆 i 相对于连杆 i-1 绕坐标系 i 的 iZ 轴所作微分运动

idθ ,其微分运动矢量为:  
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由微分变换公式, 可解得夹手相应的微分运动矢

量为:  
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因此, 可得雅克比矩阵 ( )qJ 的第 i 列如下:  
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式(18～20)中, i=1, 2, 3; n,o,a,p— Tn
i 的 4 个列矢量. 其

最终表达式如下:    
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可得末端线速度 V 和角速度 W 的表达式:  
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其插值可行性可用相对误差作为评估标准, 其估

计式如下:  

    maxV
VV

i

iΔ=ε                 (25)   

式中, iVΔ -计算得到的线速度真值与理论值之差,                               

iV -理论线速度, 

εV -线速度相对误差, 

    maxW
WW

i

iΔ=ε            (26)  

式中: iWΔ -计算得到的角速度真值与理论值之差,                               

iW -理论角速度, 

εW -角速度相对误差, 
 
4 Matlab仿真实验 
    本研究以Matlab7.8为实验平台, 对笛卡儿空间的

参数曲线进行近似弧长参数化插值实例仿真, 对机器

人运动学和轨迹规划及可行性进行仿真分析.  
4.1 近似弧长参数化实例仿真 

本文的参数曲线是C1
连续的且具有插值性质 [ ]5 . 

其曲线方程如下:  

Γ: { }201.0400, ttr −=
r   [ ]100,0∈t  

计算式(1)中的曲线弧长时, 取 t 的分化为等步长

分化, 其步长 1.0=Δt , titti Δ+= 0 , 对自然函数进行离

散时取弧长步长 mms 1.0=Δ . 其离散结果如图 2 所示, 
从图中可看出, 本插值没有出现明显的失真现象, 且
插值点合理, 离散结果可用作轨迹规划研究.   
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图 2 轨迹曲线近似弧长参数化离散效果图 

 
4.2 轨迹规划仿真   
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图 3 各关节角位移仿真曲线效果图 

在机器人末端轨迹参数曲线离散化后, 通过反解
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运动学方程, 求出各关节的位移点序列, 实现机器人

的位姿规划. 其仿真结果如图 3 所示. 仿真结果显示, 
各关节角位移曲线是连续且光滑的曲线, 则可认为有

连续的关节角速度. 
在机器人的连续作业中, 除了有位姿要求外, 还

会有速度要求, 如焊接机器人. 因而, 我们需要对末

端速度进行规划. 在速度规划中, 将通过极限的方法

直接对末端速度进行规划. 本例取 s°= 0w , 进行仿真

分析. 其仿真结果如图 4.  
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关节一角速度曲线
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图 4 各关节角速度仿真曲线图 

 
从图中可以看出各关节角速度曲线是连续且光滑

的. 为了进一步研究各关节的速度及加速度特性, 对
各关节的加速度也进行了计算, 其仿真结果如图 5 所

示. 仿真结果显示, 各关节的角速度和角加速度均连

续且光滑, 表明各关节即没有刚性冲击也没有柔性冲

击.  
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图 5 各关节角加速度仿真曲线图 

 
4.3 轨迹规划可行性分析仿真实验 

为了验证速度规划的准确性, 本研究采用雅克比

矩阵方法, 将关节角速度转化为末端速度, 与末端速

度理论值进行比较, 若与末端速度相符(相对误差小于

5%), 则对速度规划方法是可行的. 其仿真结果如图 6
所示.  

从图 6 中可知:  
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图 6 速度规化误差分析仿真曲线图 

 
  将计算结果代入(25)式和(26)式(当速度和角速度

为零时, 取分母为 1 进行计算), 可得:    
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通过计算可得线速度和角速度相对误差值均小于

5%, 满足工业应用要求. 表明采用极限方法进行速度

规划是可行的.  
5 结语 

针对机器人轨迹规划, 研究了近似弧长参数化的

插值方法在轨迹规划中的应用. 在 matlab7.8 平台上, 
对线性有理函数的近似弧长参数化插值方法进行了仿

真分析, 仿真结果表明采用分段有理线性插值的近似

弧长参数化插值方法进行轨迹曲线离散可以满足轨迹

规划要求. 轨迹规划仿真结果表明, 采用近似弧长参

数化的方法进行轨迹规划, 可以获得连续的关节角位

移, 结合极限的思想可以进行速度规划, 且速度相对

误差小于 5%, 可以满足应用要求. 通过近似弧长参数化

的方法进行轨迹规划, 可以避免关节空间的插值计算

和速度规划的雅克比矩阵的计算, 将大大减少计算量.  
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