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基于扩展知识空间的诊断模型
① 

钟 舒，杨贯中 
(湖南大学 软件学院，长沙 410002) 

摘 要：传统的诊断模型并没有考虑到受测者在测试过程中存在着非理性的失误，但是在实际测试中，这却是

影响学生测试结果不可忽略的因素。已有的诊断模型将知识空间和诊断相结合，获得受测者的知识状态。但随

着测量理论的的不断发展，人们越来越关注受测者的技能掌握水平。将诊断运用到扩展知识空间中，提出一种

扩展知识空间中的学习诊断模型，该模型使用项目反应理论的认知诊断方法，当受测者出现猜测或失误时，该

模型仍可对受测者的技能水平进行有效的诊断。 
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Diagnosis Model Based on Extension of Knowledge Space Theory 
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Abstract: The traditional diagnostic model has not considered that there exists the possibility of irrational mistakes 
when testing. While it is an indispensable factor in the actual test to effect the result of one’s test. The existing diagnostic 
model has combined the knowledge space theory and diagnosis to get the state of knowledge subjects. But with the 
continuous development of measurement theory, there is growing concern about the skill level of testee. This article 
applied diagnosis to Extension of Knowledge Space and proposed a diagnosis model with extension of the knowledge 
space that uses the formula in item response theory. The diagnosis model could still effectively diagnose the skill level of 
testee when those mistakes happened. 
Key words: extending-knowledge space theory; cognitive diagnosis; item response theory; probability
 
 

传统的测验通常只给出学生的分数，而对于学生

的认知结构（即学生已掌握哪些知识点，未掌握哪些

知识点）显得无能为力。而测试者希望通过测验能够

提供学生的诊断信息，并认为考察学生的认知结构，

区分相同分数的个体差异对于测验来说，是非常重要

的。随着认知心理学与心理计量学的发展，新一代测

量理论将认知与测量结合起来，不仅对学生的整体水

平做出评估，同时对学生的认知结构模式化，利用合

适的计量模型进行诊断，确定受测者的能力水平以及

受测者的认知缺陷。认知诊断理论被视为新一代测量

理论的核心。 
自从 1985 Doignon 和 Falmagne 发表知识空间理 

 
① 收稿时间:2011-03-09;收到修改稿时间:2011-04-05 
 

 
 
论[1]的文章以来，知识空间理论在自适应测试中起着

越来越重要的作用。然而随着测量理论的的不断发展，

人们越来越关注受测者的技能掌握水平，而基于知识

空间的测试最终是以确定的试题评价学生的知识结构

为目的，没有普遍意义。如果将测试中的问题映射为

技能的集合，则可以转化通过试题考察学习者的技能

水平，更具有实际意义。文献[2]在知识空间理论上做

了技能的扩展，称为“扩展知识空间理论”。 
同时，上述基于知识空间的诊断模型和具有诊断

性功能的自适应测试重点在于选题策略，认为学生在

答题过程中是完全理性的，不会出现失误的过程。但

在实际过程中，学生由于心理因素或者其它影响，出 
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现失误也是完全可能的。所以，本文将在知识空间理

论的基础上，结合扩展知识空间理论和认知诊断方法，

提出新的的认知诊断模型，对受测者的技能水平进行

诊断。 
 
1 扩展知识空间理论： 

文献[3]对知识结构和技能结构的关系作出了明确

的定义，定义了技能函数、问题函数，完成知识结构

到技能结构的映射，并给出了自适应技能测试的过程。 
对于本文将涉及到的扩展知识空间理论中的内

容，本节将介绍相关理论和概念。 
概念 1 技能结构 (S,T)：令技能域 S 是一个非空有

限技能集合， S的子集组成的集合T被称为技能状态，

当且仅当： 
① K 集合中至少包含空集 Ø 和 Q，即 Ø∈T，S

∈T。 
② 对于任何试题的子集 T1，T2 属于 T,它们的并

K1K2 也属于 K。 
  概念 2 技能映射：技能函数 γ ：Q→2S表示知识域

Q 到技能域 S 的映射关系(显然，对于包含 S 个元素的

技能集合，其子集数为 2S)。γ (q)表示解决试题 q 所需

的最小技能集合的集合。 
  在实际应用过程中，技能函数与问题函数的构建

已经由教师或者领域专家完成。 
  问题函数 δ ：2S→2Q，满足关系 δ （Ø）=Ø， δ  
(S)=Q，δ (t)表示技能集合 t 能解决的试题的集合。 
  在实际应用过程中，技能函数与问题函数的构建

已经由教师或者领域专家完成。 
  概念 3 试题的技能结构：试题 q 包含的所有技能

的组合构成的集合称为试题 q 的技能结构。受测者要

答对试题 q，则必须掌握 γ (q)中的至少一个技能集合。

| γ (q)|=1 时表示解决这个问题 q 的方法只有一个。 
  例 1：当 γ (q)={{a, b}, {b, c, d}}，表示受测者必须

掌握技能 a 和 b，或者掌握技能 b、c 和 d，才可以答

对试题 q。 
  概念 4 试题间的前提关系： 
  与关系ˆ：q0ˆ(q1, q2,…,qn)，如果会做试题 q0，则

一定会 q1, q2,…,qn 中的所有试题。 
  或关系ˇ：q0ˇ(q1, q2,…,qn)，如果会做试题 q0，
则至少会 q1, q2,…,qn 中的一道试题。 

例 2：某次测验需要考察 5 个技能(a,b,c,d,e)，针

对这 5 个技能设计的 5 个试题的技能结构为： 
γ (q1)={{a}}, γ (q2)={{b}}, γ (q3)={{a,c}, 

γ {b,c}}, γ (q4)={{d,e}}, γ (q5)={{a,c,d,e}, {b,c,d,e}}。
由此建立的试题间前提关系的与或图如图 1 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1 试题间前提关系的与或图 
 

概念 5 答题状态：对于每个试题，受测者有答对

或者答错两种结果，对一组试题的答题结果称为一个

答题状态，答题状态用 L 表示。这里用 0 表示受测者

答错试题，1 表示受测者答对试题。易知对于 n 个试

题有 2n-1 个可能的答题状态，而这些答题状态可用一

串二进制数标识。本文中用这串二进制对应的十进制

数值 i 来标识此答题状态，用符号 Li 表示（见例 3）。 
概念 6 相容答题状态：由于试题之间存在前提关

系的约束，所以理想情况下，某些答题状态不能出现。

不与试题之间的前提关系发生冲突的答题状态称为相

容答题状态；反之则称为不相容答题状态。 
例 3：对例 2 中的 5 道试题{q1q2q3q4q5}进行测

试，则有 25=32 种可能的答题状态。如答题状态

L1(00001)代表只答对了 q5；L10(01010)代表只答对了

q2 和 q4。其中，L1 是一个不相容答题状态，因为根

据试题间的前提关系，答对 q5 一定会答对 q3 和 q4；
而 L10 是一个相容状态。根据试题间的前提关系，可

得例 2 中所有的相容答题状态：{L0,L2,L8,L10,L12, 
L14,L15,L16,L18,L20,L22,L23,L24,L26,L28,L30,L31},
答题状态{ L1,L3,L4,L5,L5,L6,L7,L9,L11,L13,L17,L19, 
L21,L25}为不相容答题状态。 
 
2 认知诊断方法 

据上文中在例 3 中通过 5 道试题的前提关系得到

所有相容答题状态之后，当受测者作答试题状态为相

容试题状态时，我们可以直接推断出他的真实技能状

态。而判断当受测者出现某个不相容状态时候他的实
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际技能状态成了我们主要考虑的问题。此时，我们认

定受测者出现了某些原因的失误，为了推测出受测者

真实的知识状态，本文以项目反应理论为基础，将与

不相容的答题状态拥有 “最大相似概率”的某相容答

题状态看做受测者的诊断答题状态，然后将此相容状

态对应的技能状态作为诊断结果反馈给测试者。 
2.1 项目反应理论模型的确定和项目反应概率的估计 

项目反应理论（Item Response Theory, IRT）是一

种测量理论，它反应被测试者能力与他们对项目的反

应（正确作答概率）之间存在的关系并以数学函数的

形式表示出来。 
首先定义项目反应的数学模型，三参数的 IRT 模

型如下：a 是题目 j 的区分度参数,b 是题目 j 的难度参

数,c 是题目 j 的伪机遇水平参数，a,b,c 参数可以预先

估计求得。该模型表示能力为θ的学生答对题目 j 的

概率。当 c j =0,就是二参数 IRT 模型，本文中采用二参

数的 IRT 模型，参数 a 和 b 可以通过极大似然估计法

获得。 
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2.2 最大相似概率 
  当受测者出现不相容答题状态时，可以推断该受

测者在答题过程中出现了猜测或者失误。此时，将被

测者的某不相容答题状态与相容答题状态逐个比较，

求出不相容答题状态与每个相容答题状态相似的概

率，最后将这个不相容答题状态归于有最大相似概率

的相容答题状态，并将这个相容状态对应的知识状态

作为诊断结果反馈给测试人员。同时能反应受测者的

真实答题情况以及其最可能掌握的对知识状态。 
2.3 相似概率的具体求法 
  用某相容答题状态向量减去被测不相容答题状

态，得到一个向量 d，当 d 的某个分量为－1 时，称为

出现了 0→1 型失误，即某相容答题状态在此分量（即

题目）上为 0，被测不相容答题状态在此分量上为 1，
也就是说，受测者预计在此分量上错误作答，而被测

时却回答正确。根据公式 1，能力值为θ 的受测者在第

j 个分量对应的题目上答对的概率为 Pj(θ )。当 d 的某

个分量为 1 时，称为出现了 1→0 型失误，即某相容答

题状态在此分量（即题目）上为 1，被测不相容答题

状态在此分量上为 0，也就是说，受测者预计在此分

量上正确作答，而被测时却回答错误。根据公式 1，

能力值为θ 的受测者在第 j 个分量对应的题目上答对

的概率为 1-Pj(θ )。由此可以得出，一个被测者在 n 个

题目上连续出现 k 个 0→1 型失误和 m 个 1→0 型失误

的概率为： 
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其意义为，如果将这个不相容答题状态看做某个

相容答题状态的“相似状态”，根据受测者的能力所求

得的这一系列失误的概率。当相应的 Presult )(θ 为最大

时，我们就判定该受测者拥有取得最大值的相容答题

状态。 
 
3 认知诊断过程 
3.1 求出所有相容答题状态 
   根据所考察的技能结构确定试题间的前提关系，计

算出所有相容答题状态 L 和不相容答题状态 L’。本文

中例 2 中试题构成的相容答题状态如表 3 第 2 列所示。 
3.2 项目参数和能力参数的估计 
  本文采用通用 IRT分析软件BILOG估计区分度参

数 a 和难度参数 b，参数精度为 0.001。估计受测者能

力参数如表 1。 
表 1 区分度参数和难度参数表 

 
 
 
 
 
 
3.3 受测不相容答题状态的最大相似概率答题状态求

取 
在测试中，如果受测者被测得到不相容试题状态

L7（00111），将不相容试题状态 L7（00111）与所有

相容试题比较，求出它与每一个相容试题状态的相似

概率，取得最大相似概率的相容答题状态可以看做受

测者真实的答题状态，其对应的技能状态则为受测者

真实的技能水平。 
求取概率过程如下：首先将（00111）与相容状态

L0（00000）相比，用 L0 向量减去 L0，得到一个向量

d(0,0,-1,-1,-1)，即可看做受测者在题目 q3, q4, q5 上出

现了 3 个 0→1 型失误。使用二参数的 IRT 模型的 IRT
模型，得到相似概率为 0.0260。将 L7（00111）与所

区分度参数a 难度参数 b 

-0.042 -0.054 

-0.042 -0.054 

0.364 0.457 

0.310 0.392 

0.236 0.325 
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有相容答题状态进行比较后，分别求出它们相似概率，

可知与 L2（00111）拥有最大相似概率的相容答题状

态为 L23（10111），相容概率为 0.5288。即当受测者

测试得到答题状态为（00111）时，我们认定他由于某

些原因，在答题状态（10111）上出现了失误，答错了

第 1 题，他的实际技能状态为（a,c,d,e）。 
表 2 相容答题状态集 

Li q1q2q3q4q5 θ  答题状态 

L0 00000 -1.2675 Φ 

L2 00011 -1.2800 {d,e} 

L8 01000 -0.4625 {b} 

L10 01010 -0.2215 {b,d,e} 

L12 01100 -0.2299 {b,c} 

L14 01110 0.6881 {b,c,d,e} 

L15 01111 1.5620 {b,c,d,e} 

L16 10000 -0.4625 {a} 

L18 10010 -0.2215 {a,d,e} 

L20 10100 -0.2299 {a,c} 

L22 10110 0.6881 {a,c,d,e} 

L23 10111 1.5620 {a,c,d,e} 

L24 11000 -0.4303 {a,b} 

L26 11010 0.4422 {a,b,d,e} 

L28 11100 0.4904 {a,b,c} 

L30 11110 1.4355 {a,b,c,d,e} 

L31 11111 2.4400 {a,b,c,d,e} 

 
4 结论 

本文结合扩展知识空间理论和认知诊断理论建立 
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新的认知诊断模型，在认知诊断过程中，考虑到受测

者的答题过程并不是完全理性的，通过计算“最大相

似概率”来得到受测者的真实技能状态。根据项目反

应理论中的方法可知，试题的技能结构可影响 IRT 模

型中的公式结果，也就是影响相似概率，如何通过建

立试题的技能结构提高诊断精度是本文未解决的问

题。 
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