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一种基于偏微分方程的图像超分辨方法① 
李 乐 赵凤群 (西安理工大学 理学院 陕西 西安 710054) 

摘 要： 在图像超分辨方法中，经典插值方法存在块状效应和图像模糊的情况，而以经典插值方法为基础，用
偏微分方程进行后处理的方法则较为复杂。运用各向同性方程与各向异性方程进行耦合得到了一个新

的偏微分方程模型，用该模型对图像进行超分辨处理，既降低了计算复杂度，又能保证得到较好的图

像超分辨效果。实验结果表明了本文方法的优越性。视觉感知具有良好的一致性。 
关键词： 图像超分辨；偏微分方程；耦合 
 

Image Super-Resolution Method Based on Partial Differential Equation 

LI Le, ZHAO Feng-Qun (Department of Science, Xi’an University of Technology, Xi’an 710054, China) 
Abstract:  In Image super-resolution methods, the classical interpolation methods have checkerboard effect and image 

blur. Using the partial differential equations with the post-processing is more complicated. In this paper, it is 
proposed to obtain a new PDE model which is coupled between isotropic and anisotropic partial differential 
equations. This model is processed for image super-resolution. It does not only decrease computational 
complexity, but also ensures a better image super-resolution effect. The experimental results show the 
advantages of this method. 
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1 引言 
随着科学技术的发展，数字图像超分辨技术在现

实生活中得到了十分广泛的应用。插值方法作为数字

图像超分辨中最常用的方法，在早期得到了广泛的运

用，如最近邻插值、双线性插值等，它们具有较短的

运算时间、容易被人理解等优点。但随着计算机、网

络与数字电视的发展，以及人们对图像更高的要求，

这些方法所具有的阶梯状边缘和纹理结构模糊等缺点

也凸显出来。高分辨率插值方法包括三次样条、三次

B 样条插值方法、Newton-Thiele插值方法以及 Bé
zier 插值曲面插值方法[1-4]等，这些插值方法虽然具

有很多优越性，但由于它们都是局限在依靠较光滑的

函数来逼近原图像的固定方式，这会在进行图像超分

辨的倍数较高时形成斑点以及明暗区域偏移现象，而

且随着倍数越大，这种现象越明显。随后人们对插值

方法进行了各种改进，如 Shengyang Dai[5]等主要是 
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针对多密度层的图像边缘运用阿尔法通道进行改进，

虽然有明显的效果，但运算时间较长，从而降低了该

方法的实用性。 
随着偏微分方程理论的不断完善，运用偏微分方

程进行图像超分辨的方法越来越多。主要有直接运用

偏微分方程进行图像超分辨处理和对超分辨图像进行

后处理两类方法。如朱宁等人运用各向同性热传导方

程直接进行图像超分辨处理[6]，该方法处理速度快，

但在处理过程中对图像边缘没有进行单独处理，使得

图像边缘出现了模糊的情况；第二类方法主要是先对

原始图像进行插值处理，再运用偏微分方程对超分辨

处理后的图像进行修正。如 Fu和 Ruan等人利用模糊
自适应的思想构造了新的方程对用经典插值方法放大

的图像进行后处理，明显改进了经典插值方法阶梯状

边缘的效果[7]；袁建军和朱宁对各向异性的偏微分方

程进行改进，并运用改进方程对双线性插值超分辨图 
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像进行修正，得到了更好的图像效果[8]；艾娜等人利

用自蛇模型(self-snake model)对双线性插值超分辨
图像进行修正，降低了图像中的边缘模糊和阶梯状效

果[9]。相对于第一类方法，第二类方法增加了处理的

复杂性，并且构造的偏微分方程只是针对某一种插值

方法进行修正，存在一定的局限性。 
由于各向同性偏微分方程能够较快的进行能量扩

散，各向异性偏微分方程能够运用边缘停止函数对图

像边缘进行强化，所以本文利用这两种方程的优点，

耦合两种方程得到一个新的非线性偏微分方程，直接

利用该模型，进行图像超分辨处理，得到了满意的效

果。 
 
2 图像超分辨偏微分模型 
2.1 模型的建立 
文献[6]给出了各向同性偏微分方程图像放大模

型如下： 
 

 (1) 
 
该模型可称为热传导模型，其中 t是时间， u∆ 为

Laplace 算子，将二维平面图像u中的点 ),( jiu 看作

是平面物体的温度分布，假设需要放大 3倍，这时可
根据原始图像的大小和放大倍数，确定放大后区域的

大小，由于放大后区域需要多次迭代才可以使整个图

像中的温度均匀分布即达到平衡，因此引入时间来刻

画迭代次数。将模型运用五点差分格式进行离散，能

够很好的对图像进行扩散，当平面温度分布达到平衡

时，整个处理过程就完成了，但由于是各向同性扩散，

在图像边缘区域，当迭代次数过多时放大图像在边缘

区域会显得有些模糊，如图 1(b)为该模型迭代 40 次
的实验结果，可以看到，在图像的帽檐边缘部分出现

了模糊的情况。 
而各向异性扩散方程，虽然在处理时能够保持图

像边缘的特性，但由于扩散的速度较慢，需要更长的

运算时间，因此这一类方程通常用于进行插值超分辨

后处理，直接进行超分辨处理效果不好，如图 1(c)就
以 Perona-Malik 方程(P-M 方程)模型为例，直接进
行超分辨处理，迭代 100次的实验结果。可以看到，
经过了 100次的迭代，图像中还有些区域的像素值较
低，而且整幅图像效果很差。 

   
     
 
 

 (a)原始图像 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b)文献[6]迭代 40次实验结果 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c)P-M方程迭代 100次结果 
  图 1 lena实验结果图像对比 

 
通过对各向同性方程和各向异性模型优缺点的分

析，为了结合两个模型的优点，进一步改进直接进行

超分辨处理的模型，本文提出以下图像超分辨的偏微

分方程模型： 
  

  (2) 
 
其中 u∆ 表示 Laplace 算子， u∇ 表示图像的梯

u u
t

∂
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度， u∇ 是梯度的模， )(⋅div 是散度算子，t是时间，
u表示放大后的区域，第一项的作用主要是对图像进
行快速扩散，在处理过程中，以原始图像的像素值为

能量源点，通过 u∆ 能够将能量从能量源点辐射到整

个图像区域。第二项主要作用是对图像边缘进行增强，

它来源于文献[9]中的模型，通过梯度的控制来锐化图
像的边缘，以降低第一项对图像边缘扩散所带来的模

糊效果。 
2.2 算法流程 
模型(2)实现图像超分辨方法如下： 
step1：从图像中提取需要进行超分辨的区域，

并记为原始图像 ),( nmI ，同时初始化超分辨区域 0u ，
即 00 =u  (表示一张黑色的图像)；其中m和 n分别
表示原始图像分辨率的水平和竖直大小。 

step2：当 0=k 时，利用函数 )(kC ，对 I 进行
补充，并代入 ku 中，方法为： 

),()(),( jiIkCjpipu k ⋅=⋅⋅ ),1( njmi KK=    (3)               
通过上式代入 0u 中替换相应的点后，得到更新后

的矩阵
0u ； 

step3：将 0u 运用模型(2)式的离散格式进行处理
一次，得到 1u ，它为本方法进行迭代的初始图像； 

step4：k从 1开始，运用(3)式，不断更新 ku 中

相应的值，得到更新后的矩阵 ku 之后，再运用模型(2)
式的离散格式进行迭代，得到 1+ku ，如此反复进行第

四步，直到 Nk = 为止。 
在上述算法中， ),( jiI 表示原始图像的像素值，

),( jiu k 表示超分辨第 k次迭代中的区域像素值， p
为超分辨倍数（ 1≠p ），N 为总的迭代次数， k 为
记录迭代进行的次数，函数 )(kC 的表达式如下： 
 
                      (4) 
运用模型(2)式的离散格式进行处理时由于要进

行图像超分辨处理，来自于原始图像的能量需要进行

补偿，因为进行处理的过程中在超分辨区域原始图像

点附近八个方向均存在了 )1( −p 个能量为 0的点，因
为这些点在原始图像点附近，最终目标是使它们的能

量达到与能量源相近的能量，所以这样的设置有利于

能量能够在迭代过程中不断送到那些点，同时原始图

像点的能量能够保持不变。 
2.3 模型的离散 
令 k

jiu , 为图像迭代至第 k 步在图像中 ),( ji 点的

像素值， t表示时间， t∆ 表示时间步长。 
为了构造图像超分辨迭代格式，首先，对方程(2)

左端关于时间的偏导数用向前差商进行离散，使得迭

代过程中前后两幅图像建立关联： 
 

                      (5) 
 
为了提高方程离散的精度，对方程(2)右端采用九

点差分格式[10]进行离散。右端第一项 Laplace项的九
点差分格式为： 
        
 

 (6) 
 
 
右端第二项中第一个因子是梯度的绝对值，可采

用如下的离散方法[11]： 
 
 

(7) 
 
 

 
第二个因子是散度，可采用如下的离散方法[12]： 

 
 

                 (8) 
 
 
 
 
其中函数

u
ug

∇
=∇

1)( 是边缘停止函数， 4321 ,,, tttt  
 
参看(10)式，为了防止在分母上的梯度值为零，在离
散格式中给分母上添加一个参数 )1( >εε 。这时函数

)( ug ∇ 形式如下： 
  

              (9) 
 
而 4321 ,,, tttt 分别表示梯度的四种不同方向的离散形

式： 
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(10) 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
上面对 u∇ 采取了不同的离散方式，主要目的包

括两个方面：一方面是增大图像边缘锐化程度，另一

方面是更快的将能量辐射到整个超分辨区域。 
综上所述模型(2)式的离散格式为： 

)( 21,
1

, STStuu k
ji

k
ji ⋅+∆+=+          (11) 

其中 t∆ 为时间步长， k
jiu , 为迭代前在点 ),( ji 的

值， 1
,
+k
jiu 为迭代后在点 ),( ji 的值。 

 
3 实验结果与分析 
实验中选取时间步长为，超分辨倍数为，迭代次

数，为了进一步说明本方法的优势，选取一幅梯度变

化较大的图像进行试验，如图 2中，(a)为选取的原始
图像，(b)为文献[6]方法迭代 10 次的实验结果，(c) 
P-M方程进行实验迭代 10次的实验结果，(d)为本文
迭代 10次的实验结果。 

 
 
 
 
 

 (a)原始图像               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (b)文献[6]实验结果 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c)P-M方程迭代 100次结果 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(d)本文实验结果 
图 2 梯度变化较大的实验结果对比 
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表 1 各种方法运行时间与迭代次数 
 各向同性 各向异性 本文方法 

处理时间(秒) 0.5782 0.7950 1.6086 

迭代次数 10 10 10 

从上面的图表中可以看到，一方面就图像效果而

言，图像(d)效果明显优于能够图像(b)和(c)，而且在图
像边缘上图像(d)没有图像(b)中所具有的柔性边缘
(soft edge)；另一方面就运算时间而言，由于本文模
型比文献[6]和 P-M模型复杂，且采用了九点差分格式，
所以处理时间比文献[6]模型和 P-M模型长。随着人们
对图像效果的要求越来越高，以及计算机运算能力的飞

速发展，本文方法的优势将会得到更好的体现。 
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