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基于投影边缘的超二次曲面三维建模① 
Reconstruction of Superquadric 3D Models Based on Superquadric 

Projection Rim 
 

汪 君 黄 芳 徐发牛 (中南大学 信息科学与工程学院 长沙 410083) 

摘 要： 针对在多物体场景中物体之间存在遮挡、重叠等情况下，用基于投影边缘的超二次曲面建模方法进行

三维建模。详细阐述了投影边缘算法的思想、超二次曲面边缘的三维表示特性，以及基于投影边缘算

法的基本原理和实现过程。通过模拟物体相互遮挡时采样数据部分缺失的情况，完成了对物体整体建

模的实验。 
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1 引言 

工作场景的部件化建模是计算机视觉、机器人视

觉导航以及虚拟现实等研究领域的重要研究问题[1]。

由于超二次曲面参数模型的稳定性和高度压缩性，用

超二次曲面对工作场景进行部件化建模与分割是一

种高效实用的方案，至今为止已经取得了许多研究成

果[2,3]。由于在复杂工作场景中的物体不可避免地存

在相互遮挡与重叠现象，在这种情况下，需要对物体

被遮挡的部分进行建模与恢复，因此，我们将投影边

缘拟合技术[4]运用于超二次曲面建模中，以此来实现

对遮挡物体的建模。 
物体建模过程是通过传感器把采集到的实际物体

的外貌特征信息重构成可以理解与识别的三维模型，

通常用参数模型来表示。而传感器采集到的实物信息

并不能体现被遮挡部分的特征，因此利用这些信息拟

合出来的参数模型自然不够完善。物体的边缘是一个

三维曲线[4]，从某个观察点看过去，它刚好将物体的

可见部分和不可见部分分离开来。边缘有个很重要的

特性，就是它的部分有效区域亦能反映整个边缘的性

质，也就是说尽管遮住物体的一部分，只能是物体的

一小部分，通过拟合物体的边缘后也可以将遮住部分

的特征表达出来。为了拟合超二次曲面的边缘，首先 
 

 
 
需要确定用来拟合边缘的一些三维数据点。我们把边缘

和三维数据点都投影到一个平面内，该平面与观察点向

量垂直，然后在平面内找出与投影边缘相近的数据点来

拟合边缘。边缘拟合的过程其实也是个求最优解的过

程，而且属于目标函数非线性程度很高的大残量问题，

因此我们引进了粒子群优化算法对其进行求解[2]。 
 
2 投影边缘三维建模的算法思想 

投影边缘三维建模算法的思路是首先用超二次曲

面对物体表面的三维数据点进行拟合，形成一个粗略

的物体模型，然后再用超二次曲面边缘拟合对模型进

行优化，其中优化拟合算法采用 PSO (Particle Swarm 
Optimization) 算法[2]。整个算法简略流程图如图 1
所示。 

图中离散点集{Si}是用来拟合的三维物体的初始

点，通常取自物体的可见部分。先用 PSO 算法对超二

次曲面进行初步拟合，如果误差满足给定的要求，那

么将退出程序输出拟合后的参数，否则将进一步用

PSO 算法对超二次曲面边缘拟合。超二次曲面边缘拟

合是一个多次重复的过程，当误差值不符合要求且重

复次数不超过给定次数时将重复该操作，最后输出最

优化的超二次曲面的参数。 
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图 1 投影边缘拟合算法流程图 
 
3 超二次曲面的三维建模 

超二次曲面具有强大的表达能力，它能用少量的

参数表示各类物体，而且其描述很稳定，因此在计算

机图形学、计算机视觉等领域中，得到广泛的应用。

而且，在数据点充分的时候其三维建模的方法也已经

很成熟了。为了实际的需要，我们的应用将超二次曲

面的定义限定在超椭圆范围内[2]。当超二次曲面(超椭

圆)的中心在坐标原点时，它的参数形式可以如下表

示： 
 

                                         (1) 
 
式(1)中 1 2 3 1 2( , , , , )a a a    为超二次曲面的参数向量，参

数 1a 、 2a 、 3a 分别为超椭圆在 x、y、z 坐标轴的缩

放比例， 1 、 2 为变形参数。随着 1 、 2 大小的变化

超椭圆将能表示出方体、球体、柱体等各种各样的图

形。为描述更多环境，超二次曲面还可以通过旋转、

平移等变换来增加其多样性[7]。若 X 为原坐标向量，X’
为变换后的坐标向量。那么： 

PXRX  ),,(                    (2) 

式(2)中 ),,( R 为旋转矩阵， ),,(  zyx pppP 为平移向

量。 
超二次曲面的拟合就是对一组离散的三维数据点

集，用超二次曲面模型来恢复这一组点所包围的物体

形状，也就是要找出一组合适的超二次曲面参数使得

模型能准确地表示物体形状。我们规定 SQ 
为超二次

曲面， ),,,,,,,,,,( 21321 zyx pppaaa  为超二次曲面

的参数， }{ iXS  表示三维数据点集，通常都是物体的

可见部分， ),( SQXd 为 X 点到 SQ 的距离。那么，我

们可以把它转化成非线性最小二乘优化问题来求解，

目标函数表达如下： 
                                        (3) 

 
式(3)中 ),( SQXd 采用几何距离来计算[2]： 
                                           (4) 
式(4)中的为式(1)的隐式形式。 
 
4 基于超二次曲面投影边缘的拟合 
4.1 边缘的定义 

某个物体的边缘是不定的，它随着观察点的改变

而呈现出来的形状是不一样的。曲面的边缘是一条三

维曲线，由曲面上的某些特殊点组成，从某个观察点

看过去，它将曲面分离成可见部分和不可见部分。如

图 2 中分别为圆柱体和椭球的边缘形状，图中 V 为观

察点方向。其中(a)(b)分别为圆柱体从斜左上方向和正

左侧方向观察时的边缘，(c)为椭球的边缘。 
  
 
 
 
 

(a)             (b)          (c) 
图 2 圆柱体以及椭球的边缘 

 
4.2 超二次曲面边缘的参数表示形式 

超二次曲面边缘函数的参数和超二次曲面的参数

相同，都是 ，边缘上的点都在曲面上，而曲面上的

点当满足下面条件时也属于边缘上的点。 
若 SQ 为超二次曲面， 3( , , )x y zV v v v R 为观察点向

量，那么当且仅当 SQ 上的一点 X 的法向量与 V 正交

时那么该点也是超二次曲面边缘上的一点，即[4]： 
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                                         (5) 
式(5)中表示点在上的法向量，将式(5)展开得到式(6)。 
 
                                           (6) 

 
我们用符号 ( )R  来表示超二次曲面的边缘，则[4,5]： 
                                      (7) 

式(7)中： 
 
 
 
4.3 超二次曲面边缘拟合原理 

由式(6)可以了解到超二次曲面的边缘和超二次

曲面拥有共同的参数 ，因此，对超二次曲面边缘进

行拟合的同时也能得到超二次曲面的模型。与超二次

曲面的拟合相比，超二次曲面边缘的拟合主要有两个

关键问题： 
1) 超二次曲面边缘拟合的对象是离散点中的边

界点，即与边缘最靠近的一些点。把这些边界点相连

后所形成的图形称为边界图，可以看出边界图和边缘

是很相近的，因此，我们只需考虑这些边界点来对边

缘拟合，而不需要用到所有的点。 
2) 超二次曲面边缘拟合的过程是在二维平面内

进行的。目标函数是边缘到边界图上最短距离之和，

为了提高计算的效率，我们先将边缘和边界图都投影

到一个平面上，该平面与观察点向量垂直，再计算它

们之间投影后的距离。由于边缘和边界图很接近，因

此这样做不会太影响实验结果，但降低了维数从而提

高了计算的效率。 
从上面能看出，决定超二次曲面边缘拟合效果最

关键的因素取决于边界图与边缘的接近程度。通过传

感器获得的离散点都位于边缘的内部，我们要找出那

些最能体现边缘的点，这些点不宜多也不能太少：太

多了将起不到提高效率的效果，同时也会增加一些干

扰点，影响实验结果；太少了则与边缘的形状相差太

远，不能很好的体现边缘的性质，从而达不到预期的

效果。采取等距取样的方法对超二次曲面边缘进行取

样[6]，来确定边界点。 
对于超二次曲面边缘 ( )R  的变量，把它在其取

值范围内进行M等分， 1,,0,2  Mi
M
i

i  ，以得到

边缘上的M 个取样点 iY ，分别求出到这M 个点距离

最近的离散点，那么我们就得到了三维数据点集 S 的

边界点。于是，超二次曲面边缘拟合的问题可以描述

为[4]： 
                                           (8) 

 
式(8)中，V 为观察点坐标向量； ,

P
VR 是超二次曲面边

缘 R 在与 V 垂直的平面内的映射； P
VS 是三维数据点

集 S 在与 V 垂直的平面内的映射； ( )P
VS

C Y 是 P
VS 中到

点 Y 距离最近的点集；  , P
e Vd Y S 就表示点 Y 到 P

VS 的

距离，其值为 ( )P
VS

Y C Y 。 
在实验中，我们通过调整 M 的大小来控制采样数

据点的多少，通过反复实验将 M 控制在范围[100, 
200]内时得到的结果比较理想。 
 
5 用PSO实现超二次曲面边缘的拟合 

PSO 算法的基本思想就是在 D 维搜索空间中，一

群粒子按照一定规律在该空间内搜索，直到找出最相

符的目标。它模拟了一群鸟的寻找食物的过程。我们

用 iX 表示空间中的第 i 个粒子， 1 2( , , , )i i i iDX x x x  ，

每一个粒子根据如下的迭代式来调整自己下一步的速

率，直到找到最优解。 
)()( 21

1 t
idgd

t
idid

t
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t
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t
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式(9)和式(10)中 iP为个体最优位置，即每个粒子迄今

为止所经历的最佳位置， 1 2( , , , )i i i iDP p p p  ； gdP 为

全局最优位置，即在整个群体中迄今为止具有最佳适

应度粒子的位置； iV 表示每一个粒子的飞行速率，

1 2( , , , )i i i iDV v v v  。t 为迭代次数，在每个粒子根据三

部分因素来更新自己的速率，以决定下一部飞行的位

置。这三部分因素分别为粒子当前的速率及其惯性权

重ｗ、粒子的当前位置 t
idx 距个体最优位置的距离以及

个体导向因子 ψ1、粒子的当前位置距全局最优位置的

距离以及全局导向因子 ψ2。在实验过程中，各参数的

设置参照文献[2]。 
 
6 实验与分析 

本文以椭球、钻石形、以及圆柱体三种形状的曲

面进行实验，并对边缘拟合的方法所得的结果进行分
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析。如图 3 所示，a 所指是三种形状的初始离散数据

点，b 为在标准参数下三种形状的模型，c 是用超二次

曲面拟合的参数得到的模型，d 所指的是用超二次曲

面边缘拟合得到的模型。a 所示的这些初始离散数据

点取自当观察点向量为 V 时的物体的可见部分，由边

缘的定义及式(5)可知，该部分的点应满足以下条件： 
SXVXCn iiSQSQ 


,0))((ˆ        (11) 

式(11)中 ( )SQ iC X


为在超二次曲面 SQ上到 iX 距离最

短的点。 
根据图 1 所示的流程图，我们先用超二次曲面对

这些离散数据点进行初步拟合，即式（3）所描述的目

标问题。用 PSO 算法分别求解后，得到椭球、钻石形、

以及圆柱体的参数如 c(1)、c(2)、c(3)所示，通过与标

准图形相比，我们可以看出形状发生了比较大的改变，

尤其像钻石形和圆柱体这类有大的转角的物体，模型

参数误差很大。 
 
 
 
 
 
 

a(1)椭球初始离散点     b(1) ξ1=ξ2=1     c(1) ξ1=1.23,ξ2=1.32     d(1) ξ1=0.95,ξ2=0.93 
            a1=a2=0.5, a3=1.5  a1=0.63, a2=0.52,a3=1.55  a1=0.47,a2=0.51, a3=1.5 

 
 
 
 
 

a(2)钻石型初始离散点   b(2) ξ1=ξ2=2    c(2) ξ1=2.33,ξ2=2.2      d(2) ξ1=1.93,ξ2=1.96 
             a1=a2= a3=1    a1=1.35, a2=1.23, a3=0.79   a1=1.22, a2=1.1, a3=1.01 

 
 
 
 
 
 

a(3)圆柱体初始离散点    b(3) ξ1=0,ξ2=1     c(3) ξ1=0.23,ξ2=1.3   d(3) ξ1=0.05,ξ2=1.04 
                        a1=a2= a3=1     a1=1.33, a2=1.3, a3=0.64  a1=1.1, a2=1.02, a3=1.12 

图 3 实验结果 
 

通过用超二次曲面边缘进行进一步的拟合，也即

式(9)所描述的目标问题。同样用 PSO 算法求解后，得

到椭球、钻石形、以及圆柱体的参数如 d(1)、d(2)、
d(3)所示，从图中我们看到它们的模型基本上与标准

模型相吻合，尽管某些缩放参数有一点误差，但是较

之用超二次曲面拟合的参数，建模精确度已经有了很

大的改善。 
在物体相互遮挡、重叠时部分数据缺失的情况

下，用边缘拟合的方法所得到的结果明显要好于用

超二次曲面拟合的方法所得到的结果，而且边缘拟

合的方法的稳定性更高。这说明，当离散数据点受

限在可见范围内后，边缘拟合受其影响要小，这点

从理论上也可以得到解释。对超二次曲面拟合时，

优于不可见部分对曲面的影响，因此其结果会产生

较大的误差；而对边缘拟合的时候，可见部分的数

据点能够包含到边缘，或者很接近曲面的边缘，边
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缘的形状没有随不可见部分点的缺失而发生较大的

改变，因此拟合出来的结果误差小。 
 
7 结论 

在超二次曲面模型的参数拟合的过程中，当用来

拟合的数据点并不能体现整个曲面的时候，一般的超

二次曲面拟合的方法不能很好的还原物体模型。因此

本文利用一种对超二次曲面边缘拟合的方法来建模。

对比实验和分析，当实验数据点部分缺失的时候，用

超二次曲面边缘拟合的方法能够解决物体存在遮挡和

重叠时的建模问题。在将来的工作中，我们将用超二

次曲面边缘拟合的方法对多物体场景进行分割与建模

的研究。 
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