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摘　要: 移动边缘计算 (mobile edge computing, MEC)使移动设备 (mobile device, MD)能够将任务或应用程序卸载

到MEC服务器上进行处理. 由于MEC服务器在处理外部任务时消耗本地资源, 因此建立一个向 MD 收费以奖励

MEC服务器的多资源定价机制非常重要. 现有的定价机制依赖于中介机构的静态定价, 任务的高度动态特性使得

实现边缘云计算资源的有效利用极为困难. 为了解决这个问题, 我们提出了一个基于 Stackelberg博弈的框架, 其中

MEC服务器和一个聚合平台 (aggregation platform, AP)充当跟随者和领导者. 我们将多重资源分配和定价问题分

解为一组子问题, 其中每个子问题只考虑一种资源类型. 首先, 通过 MEC 服务器宣布的单价, AP 通过解决一个凸

优化问题来计算MD从MEC服务器购买的资源数量. 然后, MEC服务器计算其交易记录, 并根据多智能体近端策

略优化 (multi-agent proximal policy optimization, MAPPO)算法迭代调整其定价策略. 仿真结果表明, MAPPO在收

益和福利方面优于许多先进的深度强化学习算法.
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Abstract: Mobile edge computing (MEC) enables mobile devices (MDs) to offload tasks or applications to MEC servers
for processing. As a MEC server consumes local resources when processing external tasks, it is important to build a multi-
resource pricing mechanism that charges MDs to reward MEC servers. Existing pricing mechanisms rely on the static
pricing of intermediaries. The highly dynamic nature of tasks makes it extremely difficult to effectively utilize edge-cloud
computing resources. To address this problem, we propose a Stackelberg game-based framework in which MEC servers
and an aggregation platform (AP) act as followers and the leader, respectively. We decompose the multi-resource
allocation and pricing problem into a set of subproblems, with each subproblem only considering a single resource type.
First, with the unit prices announced by MEC servers, the AP calculates the quantity of resources for each MD to purchase
from each MEC server by solving a convex optimization problem. Then, each MEC server calculates its trading records
and iteratively adjusts its pricing strategy with a multi-agent proximal policy optimization (MAPPO) algorithm. The
simulation results show that MAPPO outperforms a number of state-of-the-art deep reinforcement learning algorithms in
terms of payoff and welfare.
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 1   引言

随着移动应用和物联网的快速发展, 功率和计算

资源有限的移动设备 (MDs)不再满足资源密集型应用

的严格要求, 如低延迟、高可靠性、用户体验连续性

的要求[1]. 在移动边缘计算 (MEC)中, 网络运营商和服

务提供商进行合作, 在网络边缘提供优秀的通信和计

算资源, 以增强MD能力[2].
在MEC中, 计算资源的管理在提高资源利用率和

优化系统资源效益方面起着至关重要的作用[3]. 由MEC
服务器处理外部任务会消耗本地计算资源. 因此, 每个

MD 根据某种资源定价机制支付一定的服务费, 以激

励边缘云提供足够的计算资源.
现有的定价机制, 如基于拍卖的, 依赖于中间机构

的静态定价[4–6]. 拍卖双方都需要向中介提供的服务支

付费用. 总成本的增加使得双方都无法从资源交易中

获得最佳的利益. 同时, 静态定价也不能适应MD不断

变化的资源需求. 在这种情况下, MEC 服务器很难有

效地利用其本地资源. 因此, 一个关键的问题是如何有

效地将有限的 MEC 资源分配给具有不同需求和偏好

的相互竞争的 MD. 为此, 我们将 MEC 环境中的多资

源分配和定价问题表述为一个包含一个领导者和多个

跟随者的多阶段 Stackelberg 博弈, 其中所有 MEC 服

务器同时将它们的实时价格发送到一个聚合平台 (AP).
在第 1阶段, 通过MEC服务器公布的价格, AP通过解

决一个效用最大化问题来找到最优的资源分配解决方

案. 在第 2 阶段, 基于环境的反馈 (即资源如何分配给

MDs), 我们利用多代理近端策略优化 (MAPPO)算法[7]

学习每个MEC服务器的最优定价策略, 这种策略不需

要 MEC 服务器获取其他 MEC 服务器实现的定价策

略就可以做出最优的决策.
我们的主要贡献如下: (1)我们通过构建一个 Stackel-

berg的领导者-跟随者博弈, 充分考虑了 AP和MEC服

务器之间的互动以及服务器之间的竞争. 纳什均衡给

出了完全竞争的合理结果. (2)该算法基于MAPPO, 这
是一种具有集中式训练和分布式执行的深度强化学习

算法, 能够适应环境动力学和参数的不确定性. 每个

MEC 服务器作为一个智能体, 不断地与环境交互, 以
生成一系列的培训经验 .  智能体既不需要事先了解

MEC 资源的折扣成本, 也不需要知道其他智能体所采

取的行动. 因此, 信号传递的开销就大大减少了. (3)仿
真结果表明, 该算法可以为每个MEC服务器学习一个

优秀的策略, 以确定其资源的单价.

 2   相关工作

边缘系统的最优资源分配和定价已经引起了越来

越多的研究关注. 主要有两个研究方向: 定价导向因素

和最优定价策略.
定价导向因素. Dong等人[8] 提出了一种云计算资

源定价算法, 分析历史资源使用情况并不断调整资源

价格. 但该算法只考虑了资源利用率, 没有分析其他重

要因素. Liu 等人[9] 提出了一种基于价格的分布式算

法, 只强调了任务调度. Li 等人[10] 提出了云计算的静

态资源定价方案. 定价操作简单, 但难以满足终端设备

的动态需求. 他们没有考虑用户需求与资源价格之间

的实时关系, 因此不能根据用户需求动态调整资源价格.
最优定价策略. 现有的最优定价策略大多是基于

拍卖和博弈论的. Zhang 等人[11] 研究了通过基于拍卖

的算法对系统效益和多维资源的联合优化. 解决方案

是系统性能改进和单位效益的产物. 然而, 该算法以每

一轮拍卖为优化目标, 难以接近全局最优. 因此, 执行

成本非常高. Dong 等人[12] 采用了一种基于价格的双

层 Stackelberg博弈来模拟一个由单个MEC服务器和

多个用户组成的MEC系统.

 3   系统模型

 3.1   网络模型

MEC 系统模型由多个利益相关者组成: (1) 希望

出售免费资源的 MEC 服务器; (2) 希望购买资源以执

行计算任务的 MD; (3)AP 作为第三方代理 ,  代表

MD 从 MEC 服务器购买资源. 不失一般性, 我们考虑

一个通用的“多对多”场景, 即每个MEC都可以将资源

出售给多个 MD.  同时 ,  每个 MD 可以购买多个

MEC服务器出售的资源.

U = {1,2, · · · ,U}
M = {1,2, · · · ,M}
R = {1,2, · · · ,R} |U | =U,

|M| = M, |R| = R

我们考虑一个具有多个MD和具有多种类型资源

的多个MEC服务器的MEC系统. 我们用

和 分别表示 MD 和 MEC 服务器的集

合.  表示资源种类的集合. 我们有

. MEC 服务器和 MD 之间的相互作用

总结如下:
i ∈ M r ∈ R

Qi,r

pi,r

(1) MEC服务器 , 希望出售空闲资源 , 于
是向 AP告知它的可用资源数量 和其单位资源的期

望价格 .
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pi,r Qi,r j ∈ U(2) 给定价格 和可用资源数量 , MD 决

定从每个MEC服务器购买的资源数量

j(3) MD 使用所购买的资源来处理其计算任务.
 3.2   多阶段 Stackelberg 博弈

Stackelberg领导者-跟随者博弈是一个策略游戏, 其
中领导者承诺一个策略, 然后跟随者跟随[13]. 一般来说,
游戏中的所有玩家都是自私的, 因为他们每个人都考虑

了他人的策略来最大化自己的利益. 具体来说, 考虑到跟

随者可能采取的策略, 领导者选择了一种最大化其利益

的策略. 基于观察领导者的策略, 每个跟随者都采用了

使其利益最大化的策略. 然后, 我们解释了跟随者之间

的竞争. 通过MAPPO算法, 得到了每个跟随者的最佳

响应. 在这个算法中, 每个跟随者都与环境交互, 并学

习一种策略来优化其长期奖励, 而不需要考虑他人采

取的行动. Stackelberg领导者-跟随者博弈的定义如下:
玩家: AP 和 MEC 服务器都是游戏玩家. AP 是领

导者, 而所有的MEC服务器都是跟随者.
i ∈ M

r ∈ R j ∈ U

r

策略: 对于 MEC 服务器 , 他的策略是确定资

源 的单价; 对于 AP, 策略是确定MD  从MEC
服务器处购买的资源 的数量.

收益: MEC 服务器、MD 和 AP 的收益函数分别

由式 (1)–式 (3)给出.
xi. j.r j ∈ U i ∈ M

r ∈ R i

令 表示 MD  从 MEC 服务器 处购买

的资源 的数量. MEC服务器 的收益计算如下:

ψi(xi, pi) =
∑
r∈R

pi,r

∑
j∈U

xi, j,r,∀i ∈ M (1)

pi,r i r xi =

{xi, j,r} j∈U,r∈R pi = {pi,r} j∈U
其中 ,   表示 MEC 服务器   的资源   的单价 ,  

,  .
jMD  的收益定义如下:

ϕ j(xi, p) =
∑
r∈R

log

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

−∑
i∈M

pi, j,r xi, j,r,∀ j ∈ U

(2)
x j = {xi, j,r}i∈M,r∈R, p = {pi,r}i∈M, j∈U ωi, j,r

i j r

其中,  ,  是MEC服

务器 出售给MD  的资源 的质量.
AP 的收益是所有 MEC 服务器和 MD 收益的总

和 (即社会福利), 定义如下:

ϕ(x, p) =
∑
i∈M

ψi(xi, pi)+
∑
j∈U

ϕ j(xi, p)

=
∑
j∈U

∑
r∈R

log

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

 (3)

x = {xi, j,r}i∈M, j∈U,r∈R其中,  .

r ∈ R

由于所有资源都有独立的预算, 且彼此不受影响,

因此我们可以将多资源分配和定价问题分解为多个单

资源分配和定价子问题. 因此, 我们将优化问题分解为

R 个独立的子问题, 每个子问题都与特定的资源类型

相关联. 与整体处理原始优化问题相比, 该分解的主要

优点是处理多个子问题显著降低了计算复杂度. 与

相关的子问题表示为:

ψi,r(xi,r, pi,r) = pi,r

∑
j∈U

xi, j,r,∀i ∈ M (4)

ϕr(xr, pr) =
∑
j∈U

log

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

 (5)

xi,r = {xi, j,r} j∈U xr = {xi, j,r}i∈M, j∈U pr = {pi,r}i∈M其中,  ,  ,  .

x∗i,r = {x∗i, j,r} j∈U p∗r = {p∗i,r}i∈M x∗r =

{x∗i, j,r}i∈M, j∈U (x∗r, p∗r)

定义 1 .  令 ,   ,  

, 解 是一个纳什均衡解的充分条

件是:

ψi,r(x∗i,r, p
∗

i,r) ⩾ ψi,r(x∗i,r, pi,r), ∀pi,r , p∗i,r (6)

φr(x∗r, p∗r) ⩾ φr(xr, p∗r), ∀xr , x∗r (7)

 3.3   AP 社会福利优化

r

r pr

针对与资源 相关的子问题, 给定所有 MEC 服务

器对资源 的单价 (即 ), AP的目标是最大化它的收益.

问题 1: 

max
xr={xi, j,r}i∈M, j∈U

ϕr(xr, pr)

s.t.
∑
j∈U

xi, j,r ⩽ Qi,r,∀i ∈ M∑
i∈M

pi,r xi, j,r ⩽ B j,r,∀ j ∈ U

(8)

Qi,r i r B j,r

j r

其中,  是 MEC 服务器 中资源  的可售卖数量, 

是MD 购买资源  的预算.

定理 1. 问题 1的最优解如下:

x∗i, j,r =



B j,rωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r

, if I ⩾ 0

Qi,rωi, j,r∑
j∈U

ωi, j,r

, otherwise

(9)

其中,

I =
∑
j∈U

log

∑
i∈M

B j,rω
2
i, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r

 −∑
j∈U

Qi,rω
2
i, j,r∑

j∈U
ωi, j,r

(10)

证明见附录 A.
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 4   基于MAPPO的 AP收益优化

本节将介绍每个 MEC 服务器如何选择其对 AP
所采用的策略的最佳响应.
 4.1   基于深度强化学习的方法

我们使用多智能体强化学习 (multi-agent reinfo-
rcement learning, MARL) 来解决多重单一资源分配和

定价子问题. 我们将每个子问题描述为一个马尔可夫

决策过程 (Markov decision process, MDP), 以准确地反

映资源分配和定价的决策过程. 然后, 我们将 MAPPO
应用于这些子问题. 由于其在全局优化方面的出色性

能, MAPPO 可以在需要时快速为每个 MEC 服务器获

得接近最优的单一资源分配和定价策略.
r r

r

对于资源 , 给定来自环境的反馈 (即资源 如何分

配给 MD), 每个 MEC 服务器需要确定资源 的单价以

最大化它的收益.
max

pi,r
ψi,r(xi,r, pi,r) s.t. pi,r ⩾ 0 (11)

MDP 的元素如下所示, 包括状态空间、动作空间

和奖励函数.
i t

ot
i L

状态空间: MEC 服务器 在时隙 时刻的状态空间

表示为 , 包括对前面的 个时隙的观察, 如式 (12)所述:

ot
i = [pt−1

i,r , x
t−1
i,r , · · · , pt−L

i,r , x
t−L
i,r ], ∀i ∈ M (12)

s

oi πθ Vς(s)

全局状态: MAPPO 基于全局状态 而不是本地观

察 学习策略 和值函数 . 我们使用所有局部观测

结果的连接来作为 critic网络的输入.

st = (ot
1, · · · ,o

t
M) (13)

t i ∈ M L

pt
i,r

动作空间: 在时隙 , MEC 服务器 观察前 个

时隙的资源分配情况, 决定在当前时隙的单价, 即 .

at
i = ui(ot

i |θui ) (14)

奖励函数: 奖励函数定义如下:

rt =

M∑
i=1

log

1+ pt
i,r

∑
j∈U

xt
i, j,r − ct

i

∑
j∈U

xt
i, j,r

 (15)

ct
i i

pt
i,r

∑
j∈U

xt
i, j,r ct

i

∑
j∈U

xt
i, j,r

其中,  是MEC服务器 的折扣成本. log函数确保当所

获收益 (即 ) 不足以抵扣成本 (即 )

时, 奖励是负的.
 4.2   基于 MAPPO 的资源分配和定价策略 (RAP-
MAPPO)

MARL 算法可以分为两种框架: 集中式学习和分

散式学习. 集中式方法假设合作博弈, 并通过学习单一

策略直接扩展单智能体强化学习算法, 以同时产生所

有智能体的联合动作. 在分散学习中, 每个智能体都优

化自己的独立奖励; 这些方法可以解决非零和博弈, 但

可能会受到非平稳转换的影响. 最近的工作已经开发

出两条研究路线来弥合这两个框架之间的差距: 集中

培训和分散执行 (centralized training and decentralized

execution, CTDE)和值分解 (value decomposition, VD).

CTDE通过采用 actor-critic结构并学习集中的 critic来

减少方差, 从而改进了分散的强化学习. 代表性的 CTDE

方法是多智能体深度确定性策略梯度 (multi-agent deep

deterministic policy gradient, MADDPG)[14]. VD通常与

集中式 Q 学习相结合, 将联合 Q 函数表示为每个代理

的局部 Q函数的函数[15], 这已被视为许多MARL基准

测试的黄金标准. MAPPO通过将单个近端策略优化算

法 (proximal policy optimization algorithms, PPO)[16] 训

练与全局值函数相结合, 属于 CTDE 类别. 不同的是

PPO 是一个 on-policy 算法, MADDPG 是基于 off-

policy的算法, 但是MAPPO经过简单的超参数调整就

能获得比较好的成绩.

θ

ς

Vς

πθ

在 RAP-MAPPO 中, 每个 MEC 服务器都被视为

一个智能体. 每个智能体都有一个参数为 的 actor 网

络和一个参数为 的 critic 网络. RAP-MAPPO 为每个

智能体训练这两个神经网络. 我们用 表示 critic网络,

用 表示 actor 网络. 我们使用统一的经验重放缓冲区

来存储历史数据点以进行训练. RAP-MAPPO 是一种

基于集中式训练和分布式执行的方法. 在集中训练阶

段, actor 网络只从自身获取观测信息, 而 critic 网络获

取全局状态. 在分布式执行阶段, 每个代理只需要它的

actor 网络 (而不需要 critic 网络). 通过与环境的交互,

每个代理都可以做出合适的资源分配和定价策略.

Actor网络被训练用来最大化:

L(θ) =

 1
Bn

B∑
i=1

n∑
k=1

min(rk
θ,iA

k
i ,clip(rk

θ,i,1−ε,1+ε) Ak
i )
]

+σ
1

Bn

B∑
i=1

n∑
k=1

S [πθ(ok
i )]

(16)

rk
θ,i =

πθ(ak
i |ok

i )

πθold (ak
i |ok

i )
B n

Ak
i

S σ

其中,  ,  和 分别是抽样次数和智能体

数量,  基于广义优势估计 (generalized advantage

estimation, GAE)方法计算得出,  是策略熵,  是超参数.
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Critic网络被训练用来最大化.

L(ς) =
1

Bn

B∑
i=1

n∑
k=1

max[(Vς(sk
i ) - R̂i)2,

(clip(Vς(sk
i ),Vςold(sk

i )−ε,Vςold (sk
i )+ε)− R̂i)2]

(17)

R̂i其中,  是折扣奖励. RAP-MAPPO的训练步骤见算法 1.

算法 1. RAP-MAPPO的训练过程

初始化: 初始化 actor网络和 critic网络的参数

α1: 设置学习率

step⩽stemmax2: while 
D={}3: 　令 data buffer 

i=1 to batch_size4:　 for   do
τ=[]5:　　 

6:　　 for t=1 to T do
pa
t =π(ot

a;θ),ut
a∼pt

a,v
t
a=V(st

a;ς)7: 　　　 
ut rt ,ot+1,st+18:　　　 计算动作 , 得到

τ+=[st ,ot ,ut ,rt ,ot+1,st+1]9:　　　 
Â,R̂ τ10:　　 计算 , 将 分成长度为 L 的块

11:　　 for 1=1, 2, …, T //L do
D=D∪(τ[l:l+L,Â[l:l+L],R̂[l:l+L]])12: 　　　 

13: 　　从 D 中随机抽取 K 个样本

L(θ) θ L(ς) ς14:　　 通过 更新 ,  更新

 5   仿真结果

 5.1   参数设置

ωi, j,r = 1+0.1 j+ i/10

我们考虑一个由多个 MEC 服务器和多个 MD 组

成的MEC系统. 收益最大化问题取决于可用的资源和

预算. 为简单起见, 我们设置 . 资源

质量在整个实验过程中都是固定的. 我们将长期奖励

的折扣系数设置为零, 因为自私的智能体的目标是最

大化他们的即时收益. 为了加快训练过程, 我们对每个

智能体都采用了一个相对较小的网络. Actor 网络和

critic 网络都是由 1 个输入层, 3 个隐藏层和 1 个输出

层组成. 这 3个隐藏层分别有 128、64和 32个神经元.
此外, actor网络和 critic网络都使用 ReLU作为所有隐

藏层的激活函数, 参与者网络采用 tanh 函数激活输出

层进行策略生成. 其他模拟参数见表 1. 进行性能比较

的算法如下:

I = 0 I = 0

质量比例最优定价 (quality proportional optimal
pricing, QPOP): 我们假设 AP对每个MEC服务器提供

的资源质量有一个先验的知识. 单价设置与服务器的

资源质量成正比, 同时消耗确定的资源和货币预算 (即
).  在实际系统中是不可能的, 但由 QPOP 找

到的解决方案可以作为一个最优的基准.
随机: 单价在 (0, 5)区间内随机产生.

 
 

表 1     仿真参数
 

参数 值

MEC服务器的数量 (M) 4
MD的数量 (U) 8
资源种类 (R) 3

j rMD 在资源 上的预算 [20, 30]
i rMEC服务器 中资源 的数量 [30, 40]

iMEC服务器 的折扣成本 0.05
iMEC服务器 的资源质量 1+0.1 j+ i/10

Actor学习率 0.001
Critic学习率 0.001
Soft update 0.01
折扣系数 0

 
 

MADDPG: 每个 MEC 服务器都被视为一个智能

体, 状态空间由前 L 个时隙的价格和资源分配组成, 动
作是资源的单价, 奖励函数基于MEC服务器的资源收

入和成本设计.
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MADDPG with 4 MEC servers
MADDPG with 5 MEC servers

 
图 1    不同算法的收敛性曲线

 

 5.2   收敛性

图 1为所提出的 RAP-MAPPO和MADDPG在不

同MEC服务器数量下的收敛曲线. 随着训练次数的增

加, MEC 服务器的平均奖励逐渐上升, 最终变为积极

和稳定. 我们首先研究了MEC服务器的数量对收敛性

的影响. 随着 MEC 服务器的增加, 这两种算法都需要

更多的时间来收敛. 这是因为更多的服务器会导致更

大的状态空间. 这两种算法需要对状态空间进行更多

的探索, 才能获得可观的奖励. 此外, MEC服务器的平

均奖励随着MEC服务器的增加而降低. 这是因为更多

的服务器会在竞争期间降低价格, 也就是说, 每个服务
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器都希望出售其资源. 然后, 我们比较了两种算法在收

敛性方面的性能. 我们很容易观察到, 与 MADDPG 相

比, RAP-MAPPO 具有收敛速度更快、平均奖励速度

更高的特点.
 5.3   MEC 服务器和 MDs 在 Stackelberg 均衡下的

收益

B j,r Qi,r

Qi,r B j,r

M U

我们在两种场景下比较了这 4 种算法. 在第 1 种

场景下,  从 5 到 40 不等,  保持不变. 在第 2 种场

景下,  均匀分布在 [5, 40] 的范围内,  固定为 20.
为了说明预算约束的影响, 我们在实验过程中固定了

MD的质量权重, 并将 ,  分别设置为 4和 8.
在第 1种场景下, RAP-MAPPO在没有对MEC服

务器提供的资源质量的先验知识的情况下, 获得了接

近最优的性能, 如图 2 所示. 当 MEC 服务器的资源不

足时, MD之间的激烈竞争导致了卖方市场. 同时, RAP-
MAPPO 在社会福利方面优于 MADDPG 和随机算法

(见图 3). 这是因为随机定价不能充分利用 MEC 服务

器的资源, 而 RAP-MAPPO 则鼓励 MEC 服务器动态

调整其单价, 以达到提高资源效率的目的.
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图 2    不同MEC资源数量下MEC服务器收益
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图 3    不同MEC资源数量下社会福利

在第 2种场景下, 从图 4和图 5可以看出, 在大多

数情况下, RAP-MAPPO 在 MD 收益和社会福利方面

比 MADDPG 和随机算法获得了更好的性能 .  随着

MD 的平均货币预算的增长, MEC 服务器更有可能提

高价格, 以响应 AP的资源购买策略. 因此, MD需要降

低他们的资源需求或支付更多的费用来鼓励 MEC 服

务器销售更多的资源, 从而减少 MD 的回报, 即卖方

市场.
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图 4    不同MD预算下MEC服务器收益
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图 5    不同MD预算下社会福利

 

综上所述, RAP-MAPPO在MEC服务器的收益和

社会福利方面的表现优于 MADDPG 和随机算法. 它
的性能与 QPOP类似. QPOP需要知道MEC服务器的

质量权重信息和MEC服务器之间的无条件合作, 而我

们的方法只是基于与环境相互作用的局部观察.

 6   结论

本文研究了基于 Stackelberg博弈的资源分配和定

价问题, 其中 AP 和 MEC 服务器是领导者和追随者.
这个问题被分解为多个可以单独解决的单一资源类型

的子问题. 我们采用MAPPO来解决这个问题. 对于任
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意的 MEC 服务器 ,  RAP-MAPPO 不需要知道其他

MEC 服务器所采取的操作, 这有助于减少信令开销.
此外, RAP-MAPPO可以通过一系列的状态-行动-奖励

观察来指导竞争智能体实现收益最大化. 仿真结果表

明, 在 RAP-MAPPO 中, MD 和 MEC 服务器在满足前

者严格的货币预算约束的同时, 学习了接近最优的回

报. 此外, RAP-MAPPO在收益和社会福利方面都优于

QPOP、随机和MADDPG.
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 附录 A. 定理 1的证明

问题 1对应的拉格朗日方程是:

L(x,λ,µ) = −
∑
j∈U

log

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r


+
∑
i∈M

λi

∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r

+∑
j∈U

µ j

∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r

 (18)

KKT条件如下:

∂L(xi, j,r,λi,µ j)
∂xi, j,r

= 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U

λi

∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r

 = 0,∀i ∈ M

µ j

∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r

 = 0,∀ j ∈ U

xi, j,r ⩾ 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U
λi ⩾ 0,∀i ∈ M
µ j ⩾ 0,∀ j ∈ U

(19)

λi消去 , 可得:
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


ωi, j,r∑

i∈M

ωi, j,r xi, j,r

−µ j pi,r


∑

j∈U
xi, j,r −Qi,r

 = 0,∀i ∈ M

µ j

∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r

 = 0,∀ j ∈ U

xi, j,r ⩾ 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U
ωi, j,r∑

i∈M

ωi, j,r xi, j,r

−µ j pi,r ⩾ 0,∀i ∈ M

µ j ⩾ 0,∀ j ∈ U
(20)

ωi, j,r∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r
−µ j pi,r = 0当 时, 我们有:

µ j =
ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

⩾ 0 (21)

µ j(
∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r) = 0因为 , 所以可得:

B j,r =
∑
i∈M

pi,r xi, j,r (22)

∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r , 0
∑
i∈M

pi,r xi, j,r−

B j,r = 0
∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r , 0
∑
j∈U

xi, j,r−

Qi,r = 0

换句话说, 如果 , 我们有

.  同理可得 ,  当 时

.

因此, 问题 1可以被分解为如下两个子问题.

子问题 1:

max
xr={xi, j,r}i∈M, j∈U

ϕr(xr, pr)

s.t.
∑
j∈U

xi, j,r ⩽ Qi,r,∀i ∈ M∑
i∈M

pi,r xi, j,r = B j,r,∀ j ∈ U

(23)

子问题 1对应的拉格朗日形式的 KKT条件如下:

∂L
(
xi, j,r,λi,µ j

)
∂xi, j,r

= 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U

λi

∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r

 = 0,∀i ∈ M

xi, j,r ⩾ 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U
λi ⩾ 0,∀i ∈ M∑
i∈M

pi,r xi, j,r = B j,r,∀ j ∈ U

(24)

λi消去 , 可得:




ωi, j,r∑

i∈M

ωi, j,r xi, j,r

−µ j pi,r


∑

j∈U
xi, j,r −Qi,r

 = 0,∀i ∈ M

ωi, j,r∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

−µ j pi,r ⩾ 0,∀i ∈ M

xi, j,r ⩾ 0,∀i ∈ M,∀ j ∈ U∑
i∈M

pi,r xi, j,r = B j,r,∀ j ∈ U

(25)

由式 (25)可知:
ωi, j,r∑

i∈M

ωi, j,r xi, j,r

⩾ µ j pi,r (26)

x∗i, j,r =


ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,rµ
∗
j

, µ∗j ⩾ 0

0, otherwise

(27)

另一方面, 式 (23)的可行解可推出:∑
i∈M

pi,r
ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,rµ
∗
j

= B j,r (28)

因此可知:

x∗i, j,r =
B j,rωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r

子问题 2:

max
xr={xi, j,r}i∈M, j∈U

ϕr(xr, pr)

s.t.
∑
j∈U

xi, j,r = Qi,r,∀i ∈ M∑
i∈M

pi,r xi, j,r ⩽ B j,r,∀ j ∈ U

(29)

子问题 2对应的拉格朗日形式的 KKT条件如下:

∂L
(
xi, j,r,λi,µ j

)
∂xi, j,r

= 0, ∀i ∈ M, ∀ j ∈ U

µ j

∑
i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r

 = 0, ∀ j ∈ U

xi, j,r ⩾ 0, ∀i ∈ M, ∀ j ∈ U∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r = 0, ∀i ∈ M

µ j ⩾ 0, ∀ j ∈ U

(30)

µ j消去 , 可得:
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

ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

− λi

pi,r
⩾ 0, ∀ j ∈ U


ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

− λi

pi,r


∑

i∈M

pi,r xi, j,r −B j,r

 = 0

xi, j,r ⩾ 0, ∀i ∈ M, ∀ j ∈ U∑
j∈U

xi, j,r −Qi,r = 0, ∀i ∈ M

(31)

由式 (30)可知:
ωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r xi, j,r

⩾
λi

pi,r
(32)

x∗i, j,r =


ωi, j,r

λ∗i

∑
i∈M

ωi, j,r
,λ∗i ⩾ 0

0, otherwise
(33)

另一方面, 式 (29)的可行解可推出:∑
j∈U

xi, j,r = Qi,r (34)

因此可得:

x∗i, j,r =
Qi,rωi, j,r∑

j∈U
ωi, j,r

(35)

综上所述, 问题 1的解如下:

x∗i, j,r =



B j,rωi, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r

, if I ⩾ 0

Qi,rωi, j,r∑
j∈U

ωi, j,r

, otherwise

I =
∑
j∈U

log

∑
i∈M

B j,rω
2
i, j,r

pi,r

∑
i∈M

ωi, j,r

 −∑
j∈U

Qi,rω
2
i, j,r∑

j∈U
ωi, j,r

其中,  .

(校对责编: 孙君艳)
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