
 

 

正则化和交叉验证在组合预测模型中的应用①
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摘　要: 组合预测模型的权重确定方式对于提高模型精度至关重要, 为研究正则化与交叉验证是否能改善组合预测

模型的预测效果, 提出将正则化和交叉验证应用于基于最小二乘法的组合预测模型. 通过在组合模型的最优化求解

中分别加入 L1、L2 范数正则化项, 并对数据集进行留一交叉验证后发现: L1、L2 范数正则化都对组合模型的预测

精度具有改善效果, 且 L1 范数正则化比 L2 范数正则化对组合预测模型的改善效果更好, 并且参与组合预测的单项

预测模型越多, 正则化的改善效果越好, 交叉验证对组合预测模型的改善效果则与给定实验数据量呈现正相关.
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Abstract: To determine the weight of the combined forecasting model is very important to improve the accuracy of the
model. Applying the regularization and cross-validation to the combined forecasting model based on the least squares
method is for studying whether the regularization and cross-validation can improve the prediction effect of the combined
forecasting model. It is carried out by adding the L1 and L2 norm regularization terms to the optimization solution of the
combined model and using leave-one-out-cross-validation in the data set. The result shows that both the L1 and L2 norm
regularization can improve prediction accuracy of the combined model to a certain degree. Moreover, the L1 norm
regularization is better than the L2 norm regularization for the combined forecasting model, and the more single
forecasting models participating in the combined forecasting, the better the regularization improvement effect. In addition,
there is a positive correlation between the cross-validation improvement effect and amount of experimental data given.
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对于一个时间序列趋势分析问题, 一般不只限于

一种时序预测模型可以使用, 特别在数据量较大的情

况下, 数据量的增多意味着信息的增多, 只根据误差大

小选择单一模型进行预测可能会导致部分有用信息的

流失. 因此对于数据量较大的时间序列趋势分析, 进行

组合预测很有必要. 组合预测模型是将多个候选预测

模型的预测结果赋予合适的权值进行组合, 核心问题

包括两个方面: 预测模型选择、权重确定方式.
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可供选择的单项预测模型包括灰色预测模型[1]、

时间序列模型[2]以及机器学习模型, 前两者是传统的统

计学模型, 机器/深度学习模型应用于组合预测模型则

是比较新的探索[3–6].
组合预测模型的权重选择方式包括层次分析

法[6]、熵权法[7,8]和最优加权法[9], 以上方法原理是基于

预测数据本身的性质; 还有一类方法是基于单项模型

预测误差来确定权重的, 如最小二乘法[10,11], 改进后的

广义加权最小二乘法[12,13], 局部加权最小二乘法[14,15].
正则化和交叉验证是机器学习建立模型时使用的

一种用于优化模型参数的方法, Hansen 和 Racine[16]提
出了基于交叉验证的 Jackknife 模型平均 (JMA) 方法,
并证明了 JMA 方法可使模型权重选择得到优化 ;
Zhao等[17]在 JMA方法的基础上开发了一个基于 K折

交叉验证的权重选择准则, 并证明了使用该准则可以

产生更准确的预测. Sebastian Bayer[18]则在组合权重的

选择中使用正则化降低单项预测间的多重共线性, 并
证实这种方法可以通过稳定模型来提高模型预测能力.

通过阅读以上文献, 发现以往针对正则化和交叉

验证的研究有两个特点: 一方面, 正则化和交叉验证对

组合模型的影响都独立研究, 不能够发现这两者共同

作用于组合模型的影响规律; 另一方面, 以上研究着重

于比较正则化或交叉验证与其他权重选择方法的影响

能力, 不注重讨论它们本身应用时的优化规律. 有鉴于

此, 本文将以最小二乘加权组合预测模型为基础, 这种

组合预测模型属于常规组合模型设计, 但其结构灵活,
使用广泛, 具有一定的改良和研究价值; 使用正则化和

交叉验证对其进行优化, 正则化项选择 L1 范数和 L2 范

数, 交叉验证选择 K 折交叉验证和留一交叉验证, 实验

数据选择我国铁路客运量 2005~2018 年的月度数据,
由于该数据具有明显时间序列周期性, 组合预测的单

项模型选择为适合分析周期性时间序列的 SARIMA
模型和 Holt-Winters模型.

1   组合预测模型理论分析

1.1   单项模型理论

(1) SARIMA建模原理和步骤

SARIMA模型称为季节性差分自回归移动平均模

型, 能够通过在 ARIMA 模型的基础上通过适当次数

的季节性差分来消除序列的不稳定性, 适合处理具有

趋势性和周期性的时间序列[19]. 也写作 SARIMA(p, d,

q)(P, D, Q)[m]模型, 由 6 个部分组成: AR(自回归)、
I(整合/差分)、MA(移动平均)、SAR(季节性自回归)、
SI(季节性整合/差分)、SMA(季节性移动平均), 每个模

型均是 SARIMA的特殊情况, 各自对应的参数为 p, d,
q, P, D, Q, 还有一个参数[m]表示季节性周期长度, 本
文的实验数据 m 值为 12; 模型结构为:

Φ(B)Φm(B)∇d∇D
mYt = Θ(B)Θm(B)εt (1)

Θ(B) = 1− θ1B− · · ·− θqBq

Φ(B) = 1−φ1B− · · ·−φpBp

Θm(B) = 1− θ1Bm− · · ·− θQBQm

Φm(B) = 1−φ1Bm− · · ·−φPBPm

(2)

{εt}
其中, B 是滞后算子, d 是趋势差分次数, D 是以周期

m 为步长的季节差分次数,  为白噪声序列.
使用 SARIMA模型建模的过程为:
1) 检验原序列平稳性 ,  对不平稳的原序列通过

d 次差分使其满足平稳性条件;
2)对平稳化后的时间序列数据绘制自相关图和偏

自相关图, 以此初步识别模型的 p、q、P、Q 可以取

值的范围, 然后使用 AIC 准则作为寻找最佳模型的准

则, 在所有通过检验的模型选择 AIC 值最小的模型作

为最适合的 SARIMA模型;
3) 对已经选定的模型进行检验, 观察模型参数是

否通过检验以及残差序列是否为白噪声序列, 如果模

型参数未能通过检验或残差序列存在相关性, 则模型

需要重新拟合;
4) 使用通过检验的 SARIMA 模型进行时间序列

预测.
(2) Holt-Winters模型

Holt-Winters 模型是一种可用于周期性和趋势性

时间序列预测问题的模型, 也称作三次指数平滑法. 模
型思想可认为是对一组时序数据长期趋势、周期变化

和随机扰动的分解, 因为 Holt-Winters模型是在保留了

随机扰动信息的一次指数平滑模型和保留了趋势信息

的二次指数平滑模型的基础上添加一个新参数, 使其

对时间序列的周期性进行描述, 模型分为累加模型和

累乘模型两种.
累加模型的数学表达如下:

st = α(Xt − pt−k)+ (1−α)(st−1+ tt−1)
it = β(st − st−1)+ (1−β)it−1
pt = γ(xt − st)+ (1−γ)pt−k
Xt+h = st +h · it + pt−k+h

(3)

2020 年 第 29 卷 第 4 期 http://www.c-s-a.org.cn 计 算 机 系 统 应 用

Special Issue 专论•综述 19

http://www.c-s-a.org.cn


累乘模型的数学表达为:
st = α(

Xt

pt−k
)+ (1−α)(st−1+ tt−1)

it = β(st − st−1)+ (1−β)it−1

pt = γ(
xt

st
)+ (1−γ)pt−k

Xt+h = (st +h · it)pt−k+h

(4)

在上述公式中, Xt 为 t 时刻的观测值, st、it、pt 分

别为 t 时刻的稳定成分、周期成分和趋势成分, h 为区

间外预测期数, k 为周期长度, α、β、γ 为平滑参数且

α、β、γ∈[0,1].
累加模型适合于周期趋势不随时间变化而发生变

化的时间序列, 累乘模型适合于周期趋势随时间变化

发生变化的时间序列, 在使用 Holt-Winters模型进行单

项模型预测时需要根据实验数据自身特点选择其中一

个模型.
1.2   组合模型理论

x = {x1,

x2, · · · , xt, · · · , xn}

{φ1,φ2, · · · ,φJ}
{φ1(t),φ2(t), · · · ,φJ(t)}

{ω1,ω2, · · · ,ωJ}
∑J

i=1
ωi = 1

对于一个 n 期时间序列预测问题, 观测数据为

, 其中 xt 表示变量在 t 时刻的观测值,
选取 J 个单项预测模型对其进行预测, 得到 J 个预测

模型 ,  则在 t 时刻对序列的预测值为

, 组合预测的思想就是对每个模型

的预测值通过适当的加权方法进行组合, 设单项预测

模型的权重为 , 且 , 则组合模

型的数学表达式为:

Φt = ω1φ1(t)+ω2φ2(t)+ · · ·+ωJφJ(t) =
J∑

i=1

ωiφi(t) (5)

权重选择的常见思想是根据每个模型的预测精度,
即预测值与观测值之间的误差来进行权重选择, 可供

使用的误差包括相对误差、绝对误差、对数误差和误

差平方和等, 本文将在使用误差平方和作为加权依据

的最小二乘加权法的基础上, 加入正则化项并使用交

叉验证对加权法则进行优化, 进而研究正则化和交叉

验证对组合预测模型的优化能力.
(1) 最小二乘加权法

在组合模型中经常使用预测值与观测值之间的误

差平方和最小化来计算权重系数, 这种方法被称为最

小二乘法[20], 对于一个线性组合预测模型:
Φt

φi(t) xt

ei(t) = φi(t)− xt

在 t 时刻组合预测模型的预测值为 , 第 i 种单项

预测模型的预测值为 , 观测值为 ; 那么在 t 时刻,
第 i 种单项预测模型的预测误差为 , 则

et = (Φt − xt) =∑J

i=1
ωi
[
φi(t)− xt

]
=
∑J

i=1
ωiei(t)

Q =
∑n

t=1
e2

t =
∑n

t=1

(∑J

i=1
ωiei(t)

)2

组合预测模型在 t 时刻的预测误差为

,  为了使组合模型的

预测值最优 ,  将预测值最优问题转化为组合模型性

误差最小化问题 ,  组合预测模型的误差平方和为

,  在实际运算时一

般采用平均误差平方和 MSE 作为组合预测模型的误

差衡量准则, 则基于上述理论, 最小二乘加权法的数学

表达为:
min Q =

1
n

∑n

t=1

(∑J

i=1
ωiei(t)

)2
s.t.
∑J

i=1
ωi = 1

Φt = ω1φ1(t)+ω2φ2(t)+ · · ·+ωJφJ(t) =
∑J

i=1
ωiφi(t)

(6)

(2) 正则化

正则化技术广泛应用于机器学习和深度学习算法

中, 常用于防止模型过拟合或提高模型泛化能力, 其思

想是在经验风险 (本文指误差平方和最小化函数)中加

上一个正则化项来控制权重系数矩阵的值使权重矩阵

缩减或变得相对稀疏, 从而避免有些特征在模型中影

响力过高导致的模型过拟合[21].
在组合预测模型中, 如果几个单项预测模型的预

测效果表现的比较接近, 直接选取其中预测精度最高

的模型进行组合可能会失去一些有用的信息, 但如果

将所有单项预测模型一起进行组合, 在传统的加权方

式下, 组合模型权重选择会很大程度上偏向在训练数

据中预测误差最小的单项预测模型, 形成的组合模型

会在训练数据上表现的比较好, 但是在预测数据上则

可能会出现“过拟合”现象, 从而降低组合模型对新数

据的预测能力. 基于这种思考, 本文将正则化方法引入

组合预测模型的加权过程调整每个单项预测模型的权

重, 在回归问题 (最小二乘估计)中, 正则化一般具有以

下形式:

min
1
N

∑N

i=1
L(ωixi− yi)+λ(

∑m

i=1
|ωi|p)

1
p (7)

ωi

xi

式 (7) 被称作代价函数, 其中, N 表示数据集的样

本总量, m 表示需要被加权的特征总量,  表示权重系

数矩阵,  表示权重系数矩阵对应的样本特征的向量,
加号前是损失函数, 加号是正则化项, λ 为调整两者之

间的关系的系数, 一般称之为正则项系数, 常用的正则

项有两种: L1 范数正则化和 L2 范数正则化.
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1) L1 范数正则化

λ
∑n

i=1
|ωi|

∑n

i=1
|ωi|

∥ωi∥

L1 范数得名原因是因为式 (7) 中正则化项的 p 取

值为 1, 即正则化项为 , 其中的 就是

L1 范数, 一般写作 .
在一般的最小二乘加权模型中, 模型会通过最小

化平方误差和来选择权重, 在这个过程中模型只会注

重误差平方和最小化而忽略了对权重的控制, 将 L1 范

数加入最小化函数中后, 如果对单个模型赋予的权重

过大, 最小化函数仍然无法实现最小化, 这就会使得模

型在选择权重时有两个方面的考虑: 误差平方和最小

化和权重系数矩阵最小化.
将 L1 范数代入本文的组合预测模型中, 得到基于

L1 范数的组合预测模型的代价函数:

min f (ω) =
1
n

∑n

t=1

(∑J

i=1
ωiei(t)

)2
+λ∥ωi∥ (8)

2) L2 范数正则化

(∑m

i=1
|ωi|2
) 1

2
=

√∑m

i=1
|ωi|2=

∥ωi∥2

与 L1 范数类似, L2 范数得名原因是由于式 (7)中正

则化项的 p 取值为 2, 即为

, L2 范数与 L1 范数的工作原理类似, 都是在最小

化损失函数的过程中降低权重系数矩阵的值, 但是达

到的效果有所不同, 具体见图 1.

ωi

ωi

如图 1所示, 图左是 L1 范数, 图右是 L2 范数, 旋涡

部分代表损失函数最小化的过程, 在整体代价函数最

小化的过程中, L1 范数的图像与权重 的图像在零点

以外的地方只会无限接近不会重合, L2 范数的图像与

权重 的图像则有可能在零点以外的地方重合; 这意

味着 L1 范数可能会使部分权重变为 0, 而 L2 范数则只

会让每个特征尽可能的变小而不会变为 0.
 

ω2 ω2

ω1 ω1

(a) L1 范数 (b) L2 范数
 

图 1    L1 范数与 L2 范数在代价函数最小化中的图像
 

将 L2 范数代入本文的组合预测模型中, 得到基于

L2 范数的组合预测模型的代价函数:

min f (ω) =
1
n

∑n

t=1

(∑J

i=1
ωiei(t)

)2
+λ∥ωi∥2 (9)

这样就得到了带有正则化项的组合预测模型:

 min f (ω) =
1
n

∑n

t=1

(∑J

i=1
ωiei(t)

)2
+λ∥ωi∥p, p ∈ {1,2}

s.t.
∑J

i=1
ωi = 1

Φt = ω1φ1(t)+ω2φ2(t)+ · · ·+ωJφJ(t) =
∑J

i=1
ωiφi(t)

(10)

基于正则化的组合模型在为单项预测模型加权

的过程中, 就不会出现因为某个单项预测模型在训练

数据上表现过好或过差而为其赋予很大的权值, 避免

了组合预测模型在预测数据上表现出“过拟合”的情况.
(3) 交叉验证

交叉验证是机器学习中另一种选择模型、优化模

型的方法, 常用于数据量对于拟合模型不是很充足的

时候, 其思想是重复的使用数据, 把给定的数据进行

切分, 将切分的数据集分为训练集和测试集, 在这个基

础上反复进行训练、测试以及模型选择. 交叉验证方

法包括简单交叉验证、K 折交叉验证和留一交叉验证.

如图 2 所示, K 折交叉验证的思想是将已给数据

切分为 K 个大小相同、互不相交的子集, 利用其中

K–1 个子集进行训练, 剩下的一个子集用来测试模型,

这种操作重复进行 K 次, 最后选择在 K 次评测中误差

最小的模型; 留一交叉验证是是 K=N 时的 K 折交叉验

证, 这种方法往往在数据量较小的情况下使用, 本文所

使用的数据量相对于较小, 故选用留一交叉验证.
 

D
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图 2    K 折交叉验证示意图

 

(4) 模型优劣判定

本文将把总数据集分为训练集和测试集, 总样本

量设为 N, 训练集容量为 m, 选用平均绝对百分比误差

MAPE 对测试集上的模型预测结果进行评价:

MAPE =
1

N −m

∑N

t=m+1

∣∣∣∣∣Φt − xt

xt

∣∣∣∣∣ (11)

2   实证分析

2.1   数据说明

为了保证正则化和交叉验证有一定的学习率, 本
文在一定程度上扩大了时间序列的数据量, 采用的时
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间序列数据为我国铁路客运量 2005 年 1 月~2018 年

11月的月度数据, 样本量为 168, 数据来源为国家统计

局, 时间序列趋势图如图 3.
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图 3    时间序列均值-标准差分析图

 

如图 3 所示, 我国铁路客运量有明显的升高趋势

和周期性趋势, ADF检验表明数据存在不稳定性, 是不

平稳序列, 适合使用 SARIMA 模型和 Holt-Winters 模
型进行时间序列预测.
2.2   单项预测模型选择

根据自相关和偏自相关图、AIC 准则、模型显著

性以及实验数据序列周期性与时间的相关性, 本文使

用的单项预测模型如下:
1) SARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12]模型;
2) SARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12]模型;
3) SARIMA(0,1,1)(0,1,1)[12]模型;
4) Holt-Winters累加模型.
另外, 以上 3 个 SARIMA 模型的 AIC 值接近, 参

数只有一个未通过检验但是非常接近给定的 P 值,
为了保留可能存在的潜在信息, 对这 3个 SARIMA

模型的预测结果都予以保留.
2.3   组合预测模型

本文选用的组合预测模型如下:
1)最小二乘法组合模型;

(λ = 1)2)基于 L1 范数的组合模型 ;
3)基于 L1 范数和交叉验证的组合模型;

(λ = 1)4)基于 L2 范数的组合模型 ;
5)基于 L2 范数和交叉验证的组合模型.
在铁路客运量的组合预测中, 将 2005年至 2017年

的数据作为训练集, 2018年的数据值作为预测集, 计算

每个模型在预测集上的误差, 得到模型在测试集上的

表现如表 1.
由表 1所示的各模型在预测集上的预测误差可观

察到 ,  简单最小二乘法组合预测模型的预测误差为

3.9576%, 比所有的单项预测模型的预测误差都要低;
引入 L1 范数和 L2 范数后的组合模型的预测误差分别

为 3.7993%、3.8118%, 比最小二乘法组合预测模型的

预测误差略低; 因此根据实验数据, 说明在组合预测模

型进行权重选择时引入正则化项能够使组合预测模型

的预测误差降低, 并且基于 L1 范数正则的组合模型比

基于 L2 范数正则的组合模型对组合预测模型的优化

效果更好; 此外, 交叉验证在一定程度上改善了 L1 范

数正则化模型的预测效果, 对 L2 范数的模型起到的作

用很小, 几乎可以忽略不计.
 

表 1     各模型在预测集上的预测误差 (单位: %)
 

预测模型 MAPE
SARIMA(1,1,1)(1,1,1)[12]模型 4.6521
SARIMA(1,1,1)(0,1,1)[12]模型 4.8742
SARIMA(0,1,1)(0,1,1)[12]模型 4.7462

Holt-Winters累加模型 4.1757
最小二乘法组合模型 3.9576

基于 L1 范数的组合模型 3.7993
基于 L1 范数和交叉验证的组合模型 3.7622

基于 L2 范数的组合模型 3.8118
基于 L2 范数和交叉验证的组合模型 3.8118

 
 

∑J

i=1
ωi = 1

结合各组合预测模型对单项预测模型的权重选择

进行分析, 由表 2 所示的各组合模型中单项模型的权

重 ,  可发现 :  1) 所有的组合模型的权重分布都满足

的条件; 2) 在最小二乘组合模型的权重选

择的基础上, 加入 L1 范数和 L2 范数的单项预测都使其

绝对值降低了, 但能够观察到, 加入 L1 范数正则的组合

模型在调整权重时, 权重绝对值的下降速度更快, 而加

入 L2 范数正则的组合模型对权重的调整则并不明显.
2.4   实验结论与理论分析

L1 范数是绝对值函数, L2 范数则是二次函数, 这种

差异导致 L1 范数正则在使模型权重衰减时始终保持

同一个速度, 而 L1 范数正则会在权重较大时提高衰减

速度, 权重较低时降低衰减速度, 最终, L1 范数正则在

降低模型复杂度时保留了权重较大的单项模型, 并且

尽量使模型变得稀疏, L2 范数正则在降低模型复杂度

时则使模型更加符合规则化.
相对于 L2 范数正则经常被使用的机器学习特征

分配的应用场景, 组合预测模型需要被分配权重的单

项预测模型个数较少, 权重数值小, 这使得 L2 范数正

则在调整组合预测模型的权重时没有 L1 范数正则的

下降速度快, 改善效果明显.
基于以上分析, 认为 L1 范数正则化更适合用于组

合预测模型. 另外在实验过程中发现, 参与组合预测的

单项预测模型越多, 正则化的改善效果越好.
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表 2     各组合模型的权重选择
 

组合预测模型
单项预测模型

1 2 3 4
最小二乘法组合模型 –1.399 525 0.937 399 1.053 596 0.401 297

基于 L1 范数的组合模型 –0.607 698 0.869 332 0.949 926 –0.211 560
基于 L1 范数和交叉验证的组合模型 –0.607 690 0.869 337 0.949 950 –0.211 597

基于 L2 范数的组合模型 –1.381 567 0.936 118 1.049 200 0.396 249
基于 L2 范数和交叉验证的组合模型 –1.381 466 0.936 101 1.049 116 0.396 249

 
 

交叉验证则在一定程度上改善了 L1 范数正则化

模型的预测效果, 对 L2 范数的模型起到的作用很小,
L1 范数的代价函数在组合预测模型中表现出的惩罚力

度大, 使得交叉验证的改善效果强于 L2 范数的惩罚力

度, 并且在实验中发现, 训练数据分配的越多, 交叉验

证的改善效果就越好.

3   结论

本文按照常规的组合模型设计思路, 在基于最小

二乘法的组合预测模型中, 引入了正则化和交叉验证

用以优化组合预测模型的权重选择, 通过实验发现: 首
先, 组合预测模型优于所有单项预测模型的预测精度,
正则化和交叉验证都能在不同程度改善基于最小二乘

法的组合预测模型, 且 L1 范数正则化比 L2 范数正则化

的改善效果更好; 其次, 实验中发现候选的单项预测模

型越多、数据量越大, 正则化和交叉验证表现的效果

就越好, 因此这种组合预测方法可以推广到基于大数

据的多模型组合预测中.
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