
 

 

基于 Hessian 矩阵范数正则化方法的
共聚焦图像复原①
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摘　要: 对于泊松噪声污染下的模糊共聚焦图像复原问题, 为解决传统方法中存在的阶梯效应, 提出了一种基于

Hessian矩阵范数的正则化方法. 在泊松概率模型的基础上, 该方法引入 Hessian矩阵范数作为正则条件, 并应用交

替方向乘子法和梯度投影方法求解最优化模型. 在激光扫描共聚焦显微镜实验中, 所获得的复原图像质量优于传统

方法, 此结果证明了该方法可以有效地复原泊松噪声污染下的模糊共聚焦图像.
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Confocal Image Restoration Based on Hessian Matrix Norm Regularization Algorithm
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Abstract: For the problem of deblurred confocal image restoration under Poisson noise, a regularization method based on
Hessian matrix norm was proposed to solve the stairs effect existing in traditional methods. Based on the Poisson
probability model, the method introduced the Hessian matrix norm as a regular condition, and applied the alternating
direction multiplier method and gradient projection method to solve the optimization model. The quality of the
reconstructed image obtained in the confocal laser scanning microscopy experiment was better than that of the traditional
method. This result proves that the method can effectively restore the deblurred confocal image under Poisson noise.
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激光扫描共聚焦显微镜是获得高分辨率荧光细胞

图像和生物医学三维重建的最先进技术之一. 随着成

像技术的进步, 针对微观细胞的研究也逐渐在深入. 这

些研究需要涉及细胞的多维检测和分析、从二维细胞

成像向三维细胞成像的演变、以及从传统空间成像到

时间成像的扩展. 因此, 激光扫描共聚焦显微镜[1]的研

究对于生物医学及相关学科的发展具有重要意义. 三

维可视化的关键技术在于提取一系列连续的二维切片,

通过激光扫描共聚焦显微镜重建厚生物组织的三维模

型, 然后进行定量分析. 因此, 共聚焦图像复原方法对
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于活细胞的检测和三维结构的探索具有很高的价值.
由于光学成像系统中存在点扩散, 这会导致卷积

效应和原始图像的退化, 因此难以对共聚焦弱荧光图

像执行三维操作. 对于较厚的组织, 随着成像深度的增

加, 共聚焦图像的退化会加剧. 因此, 有必要通过对图

像退化模型执行去卷积复原来消除退化的干扰. 图像

模糊可以表示为清晰图像和点扩散函数 (Point Spread
Function, PSF) 的卷积加噪声, 图像复原则是通过去卷

积方法估计清晰的原始图像的操作.
在图像去噪声、去模糊这一类问题中, 最常用到

的是全变分 (Total Variation, TV) 正则项[2], 这是因为

TV模型具有较为良好的边缘保持特性[3]. 但是, TV正

则化方法适合倾向于分段常数解, 即它对细节和纹理

的复原效果不佳, 相当容易形成阶梯效应.
截至目前, 关于模糊图像去卷积方法的研究大部

分都假定噪声服从于高斯分布, 采取此类模型的优势

是: 在所得的待优化问题中, 会有二次项的引入, 这将

便于求解. 但在医学或全息[4]成像、天文观测等特定应

用领域中, 噪声往往是服从泊松分布的, 此时若再采取

高斯噪声模型, 概率分布特征将不能得到有效的描述.
泊松图像反卷积过程是具有病态特征的, 特别在

低信噪比的情况下, 经数次迭代后会产生高的估计噪

声. 针对泊松噪声污染下的模糊的去卷积问题, 目前最

常用的方法是 Richardson–Lucy方法[5], 它是期望最大

化算法的一个特例. 但这种方法具有明显的阶梯效应.
董文德等采用最优化方法将自然图像进行训练, 得到

专家场模型的所有滤波器, 使其具有更真实的概率分

布特征, 以此实现对泊松噪声污染模糊图像的有效复

原[6]. Zhang等提出了一种基于小波框架的正则化模型,
以去除泊松噪声而得到去模糊图像[7]. Liu 等在基于高

阶全变分的泊松图像去卷积中引入了空间自适应正则

化参数[8].
为提高所得共聚焦图像的复原精度和图像采集速

度, 本文将采用一种基于 Hessian矩阵范数的图像复原

正则化方法.

1   基于 Hessian 矩阵范数正则化的图像复原

模型

共聚焦图像的噪声主要来自两个来源: 信号本身

和成像系统颤振. 泊松噪声污染下的图像退化模型可

表示为:

y = P (A f ) (1)

y f A

P (A f )

其中,  表示观测图像,  表示原始图像,  是线性模糊算

子,  表示含参数的独立同分布泊松随机变量.

首先将传统的全变分梯度方法从一维向二维进行

扩展, 定义了用于计算二阶导数的 Hessian算子为:

H f =
[

fxx fxy
fyx fyy

]
(2)

基于 Hessian 矩阵范数正则化的图像复原模型表

示为:

f̂ = argmin
f

{[
A f − y ln (A f )

]
+µ∥H f ∥2

}
(3)

所用的是 F 范数, 其具有凸性、尺度不变性、平

移不变性和旋转不变性, 因此, 可作为推广的二阶 TV.

2   图像复原模型的求解

u1 u2 A f f

f

A f f u1 u2

为解耦复杂的目标函数, 采取交替方向算法[9], 引

入辅助变量 ,  作为变量 ,  的近似, 实现将变量

分离的目的, 当然, 同时也要补充一个二次项, 用于惩

罚 ,  和 ,  之间的差异. 所得解耦模型:

(
f̂ , û1, û2

)
= argmin

f ,u1,u2


[
u1− yln (u1)

]
+µ∥Hu2∥2

+
α

2

 ∥u1− (A f +b1)∥22
+∥u2− ( f +b2)∥22


 (4)

α > 0 b1 b2其中,  表示惩罚系数 (拉格朗日参数),  ,  为对偶

变量.

模型所涉及的以上变量之间的关系如图 1所示.
 

差异

变量

辅助变量

对偶变量

差异

惩罚惩罚

f

u
1

u
2

b
1

b
2

Af

 
图 1    解耦的图像复原模型

 

可将上述模型的求解分成如下 3个步骤:

u(k−1)
1 u(k−1)

2 b(k−1)
1 b(k−1)

2

f (k)

(1)在固定 ,  ,  ,  的前提下, 求解

.

f (k) = argmin
f

α

2


∥∥∥∥u(k−1)

1 −
(
A f +b(k−1)

1

)∥∥∥∥2
2

+
∥∥∥∥u(k−1)

2 −
(

f +b(k−1)
2

)∥∥∥∥2
2

 (5)

f (k) u(k)
1 u(k)

2(2)对于步骤 (1)所得的 , 可用来求解 ,  .
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u(k)
1 = argmin

u1


[
u1− y ln (u1)

]
+
α

2

∥∥∥∥u1−
(
A f (k)+b(k−1)

1

)∥∥∥∥2
2

 (6)

u(k)
2 = argmin

u2

{
µ∥Hu2∥2+

α

2

∥∥∥∥u2−
(

f (k)+b(k−1)
2

)∥∥∥∥2
2

}
(7)

b(k)
1 b(k)

2(3)更新 ,  .

b(k)
1 = b(k−1)

1 +A f (k)−u(k)
1 (8)

b(k)
2 = b(k−1)

2 + f (k)−u(k)
2 (9)

f (k)2.1   的求解

f (k)

对式 (5) 使用快速傅里叶变换, 在频域中按照式

(10)进行 的求解.

f (k) = F−1


 F(A)∗ ·

(
F
(
u(k−1)

1

)
−F
(
b(k−1)

1

))
+
(
F
(
u(k−1)

2

)
−F
(
b(k−1)

2

)) 
/
[
F(A)∗ ·F (A)+ I

]
 (10)

(·)∗ F (·) F−1 (·)其中,  表示共轭运算,  表示傅里叶变换,  表

示傅里叶逆变换.
u(k)

12.2   的求解

对于式 (6), 考虑代价函数:

C (x) = x− y ln (x)+
α

2

[
x−
(
A f (k)+b(k−1)

1

)]2
(11)

然后依次计算它的一阶导数:

dC (x)
dx

= 1− y
x
+αx−α

(
A f (k)+b(k−1)

1

)
(12)

二阶导数:

d2C (x)
dx2 =

y
x2 +α (13)

这是个凸优化问题, 由式 (12)为零得:

αx2+
[
1−α

(
A f (k)+b(k−1)

1

)]
x− y = 0 (14)

求出其非负根. 又由于向量的最优解可在其每个

分量都取最优解时得到, 通过组合若干个相互独立的

最优化问题式 (11), 可知式 (6)的解为:

u(k)
1 =
α
(
A f (k)+b(k−1)

1

)
−1+

√[
1−α
(
A f (k)+b(k−1)

1

)]2
+4αy

2α
(15)

u(k)
22.3   的求解

对于式 (7) 中的 Hessian 矩阵范数正则化项, 首先

可将其等价表示为:

∥Hu2∥2= max
ω∈B∞,2

⟨ω,Hu2⟩RN×2×2 = max
ω∈B∞,2

⟨
H∗ω,u2

⟩
RN (16)

B∞,2 = {ω =
[
ωT

1 ,ω
T
2 , · · · ,ωT

N

]T ∈ RN×2×2
∣∣∣∣∣∥ωi∥ ≤ 1,

∀i=1,2, · · · ,N}

其中 ,  

表示单位范数球, H*为 H 的共轭算子.
式 (7)即改写为:

u(k)
2 = argmin

u∈T


τ max
ω∈B∞,2

⟨H∗ω,u2⟩RN

+
1
2

∥∥∥∥u2−
(

f (k)+b(k−1)
2

)∥∥∥∥2
2

 (17)

τ = µ/α其中, T 是用于约束解的范围的凸集,  .
使用梯度投影方法[10]可得:

u(k)
2 = PT

[(
f (k)+b(k−1)

2

)
−τH∗ω

]
(18)

PT其中,  是凸集 T 上的正交投影算子.
B∞,2投影到单位范数球 上的算子可以定义为:

PB∞,2 (ωi) =

ωi, ∥ωi∥ ≤ 1
ωi

∥ωi∥
, ∥ωi∥ > 1 (19)

ω关于 的迭代过程如下:
v(1) = ω(1) = 0 
while i < Maxiter(最大迭代次数) do

ω(i)← PB∞,2v(i)+
1

64τ
PT (( f (k)+b(k−1)

2 )−τH∗v(i)) 

ti+1←
1+
√

1+4t2
i

2
 

v(i+1)← ω(i)+
ti−1
ti+1

(ω(i)−ω(i−1)) 

end do
u(k)

2 = PT (( f (k)+b(k−1)
2 )−τH∗ω(i)) 

3   实验结果与分析

µ

为了验证所提方法的有效性, 评估了通过不同惩

罚项所获得的图像复原性能, 特别是, 对采用 TV 模

型、高阶混合惩罚项[8]、Hessian惩罚项的正则化进行

比较. 考虑所提方法中的正则化参数 , 它起到平衡图

像轮廓和细节的作用. 通常来说, 增加其值往往会获得

更清晰的结果, 但也会放大噪音. 在这种情况下, 我们

采用有效的策略, 通过实验性地调节参数值, 以获得最

佳的视觉效果.
3.1   仿真验证

为了说明提出的方法在共聚焦图像上去模糊的复

原效果, 本文首先在仿真数据上进行验证. 仿真运算的

配置为 Matlab r2014b, 2.60 GHz Intel Core i5-3230M
CPU 以及 4 GB 内存. 对于合成的共聚焦数据集, 参照

了近期发布的软件 confocalGN[11], 模糊函数采用为方
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差为 1 的高斯点扩散函数. 由于泊松噪声是依赖于像

素的灰度值的, 所以噪声水平可以由图形的最大灰度

值来决定 .  泊松噪声可以通过 matlab 的内置函数

“poissrnd”来实现. 对于仿真数据, 采用 2幅较为代表性

的图片 (“woman”以及“cameraman”)进行观察. 去模糊

结果如图 2、图 3 和图 4 所示, 其中, 图 3 是图 2(c)、

图 2(d)、图 2(e)对应于图 2(a)中红框区域的放大显示.
 

(a) 原图 (b) 添加噪声后
的图像

(c) 全变分正则
化处理

(d) 高阶混合
惩罚项处理

(e) 所提方法
处理结果 

图 2    “woman”仿真处理结果
 
 

 
图 3    局部放大视图

 

 

(a) 原图 (b) 添加噪声后
的图像

(c) 全变分正则
化处理

(d) 高阶混合
惩罚项处理

(e) 所提方法
处理结果 

图 4    “cameraman”仿真处理结果
 

此外, 为了对仿真结果作定量分析以估计算法的

重建质量, 本文采用峰值信噪比 (PSNR) 以及均方误

差 (MSE) 来度量, 图 2、图 4 中 (c)、(d)、(e) 的指标

对比如表 1所示. 显然, 在两张经典图片上, 相比于 TV
模型、高阶混合惩罚项方法这两种参照, 本文所提方法

复原结果的 PSNR更高, MSE更低, 充分体现了其有效性.
 

表 1     仿真处理结果的 PSNR以及MSE指标对比
 

图片
全变分 高阶混合惩罚项 所提方法

PSNR MSE PSNR MSE PSNR MSE
“woman” 25.31 29.44 26.81 20.84 27.06 19.87

“cameraman” 21.51 70.63 21.99 63.24 22.34 58.46
 
 

3.2   实验设置

建立的实验平台[12]如图 5 所示, 它是用于荧光图

像重建的激光扫描共聚焦显微镜, 由激光光源、扫描

装置、共聚焦装置和计算机控制的图像处理系统组成.
该平台被用于比较所提出的 Hessian 正则化模型和

TV模型、高阶混合惩罚项方法.
 

ECU 控制系统

激光控制系统

PMT

探测器

高速扫描系统
与共聚焦小孔

倒置荧光
显微镜

样本

成像界面

 
图 5    激光扫描共聚焦显微镜实验平台

 

本文选择用平台所观察的扫描断层图像作为原始

图像, 采集的图像一般会被泊松噪声和散焦模糊所污

染, 针对散焦模糊中的点扩散函数, 我们采用荧光小球

来进行标定. 其具体步骤为: (1) 通过实验获得不同尺

寸的荧光微珠图像; (2)采用高斯点扩散函数近似法[13]

拟合荧光珠的分布; (3)估算并取点扩散函数的平均值.
我们注意到, 平均预处理不仅可以降低测量误差, 而且

可以减轻噪声对点扩散函数标定的影响.
3.3   图像复原结果

基于标定的点扩散函数, 分别使用 TV 模型、高

阶混合惩罚项方法和所提出的 Hessian 正则化模型来

处理它, 并比较图像复原结果, 如图 6所示. 其中, 图 6(a)
与图 6(e)是不同视野内所采集到的样本图像, 图 6(b)、
图 6(c)、图 6(d)和图 6(f)、图 6(g)、图 6(h)分别表示

使用 TV模型、高阶混合惩罚项方法和所提出的 Hessian
模型对样本 1和 2的去模糊结果.
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(a) 样本1原图 (c) 高阶混合
惩罚项处理

(d) 所提方法
处理结果

(b) 全变分正则
化处理

(e) 样本2原图 (g) 高阶混合
惩罚项处理

(h) 所提方法
处理结果

(f) 全变分正则
化处理 

图 6    共聚焦图像去模糊结果
 

从图 6 明显可以看出, 本文所提出的方法对模糊

共聚焦图像进行了有效的复原, 图像质量有了显著的

提高. 同时, 通过与其他复原方法作对比可知, 应用本

文方法得到的复原结果中含有较少的振铃、噪声等负

面效应, 视觉效果相当清晰, 这是明显优于其他方法所

得复原结果的.
综合以上实验结果可得, 在泊松噪声污染的模糊

共聚焦图像复原方面, 本文提出的方法具有突出优势.

4   结论

本文针对泊松噪声下共聚焦图像的去卷积问题,
提出了一种基于 Hessian矩阵范数的正则化方法. 与经

典的 TV 正则化方法相比, 本文所提方法能够在保留

图像细节的同时, 消除噪声效应和阶梯效应, 得到更加

优良的复原结果, 实验结果证实了其有效性.
而且, 该方法不仅适用于共聚焦显微镜, 也能扩展

到其他的快速生物成像系统. 将来, 还可探讨深度学习

方法在模型中迭代参数选择的应用.
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