
  

 

基于粗糙集的直觉模糊 TOPSIS 多属性决策方法①

刘文清,  王应明

(福州大学 决策科学研究所, 福州 350108)

摘　要: 针对属性值为直觉模糊信息且属性权重完全未知的多属性决策问题, 提出了一种基于粗糙集的直觉模糊

TOPSIS多属性决策方法. 首先给出了直觉模糊信息的正、负理想点的求法, 根据属性值与理想点的贴近度和给定

的阈值求得判断矩阵, 再根据判断矩阵对属性约简, 确定各属性的权重, 最后依据 TOPSIS思想计算各方案与理想

点的加权贴近度, 得到方案的排序, 并通过算例的分析比较验证了此方法的有效性.
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Multiple Attribute Decision Making Method of Intuitionistic Fuzzy TOPSIS Based on Rough Sets
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Abstract: Aiming at the problem of multiple attribute decision making with attribute values as intuitionistic fuzzy
information and unknown attribute weights, a multiple attribute decision making method of intuitionistic fuzzy TOPSIS
based on rough sets is proposed. Firstly, the positive and negative ideal points of the intuitionistic fuzzy information are
given. The discernibility matrix is obtained according to the given threshold and the similarity degree between attribute
values and the ideal points. Then, the attribute reduction is operated and the weight of attribute is determined by the
discernibility matrix. Finally, according to the TOPSIS idea, the weighted similarity degree between each alternative and
the ideal point is calculated. And the order of the alternatives is obtained. The validity of the method is verified with an
example.
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多属性决策作为决策理论中最重要的内容之一,

在社会中的经济、管理等问题上有着广泛的应用, 如

公司并购的选择、供应链战略伙伴的选择等. 随着多

属性决策问题的深入研究, 决策问题由于自身或者其

他原因往往存在着很大模糊性和不确定性, 传统的多

属性决策方法已经不能很好地解决模糊多属性决策问

题. 为了描述和处理这类模糊现象, Zadeh 提出了模糊

集理论[1], 模糊多属性决策也成为了决策领域中的热点

问题之一. 为了更好地描述带有模糊性的决策问题, 多

种拓展的模糊集概念被提出. 直觉模糊集[2](Intuitionistic

Fuzzy Sets, IFS) 作为模糊集的重要拓展, 由隶属度、

非隶属度和未知度 (犹豫度) 三方面组成, 因此在描述

和处理模糊性和不确定性上有着更大的优势和灵活性.

在实际的决策问题中, 模糊和不确定性很大程度是由

于决策主体人的存在, 所以有着极大的模糊和不确定

性. 而 IFS 在模拟人类的决策过程和反映人的主观信

息上更加准确[2]. 于是大量学者对直觉模糊多属性决策

展开研究, 并取得了大量研究成果.
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Xu 针对直觉模糊信息集结的问题提出了直觉模

糊加权几何 ( I FWG ) 算子和直觉模糊加权算术

(IFWA)算子[3,4]. IFWG和 IFWA算子被广泛的应用在

直觉模糊环境下的多属性决策问题上[5-7]. He等[8]提出

了直觉模糊加权几何交叉平均 (IFWGIA) 算子, 克服

了 IFWG算子遇到隶属度为 0时所得结果不合理的不

足. Ouyang 和 Pedrycz[9]提出了改进的 IFWA 算子, 可
以克服 IFWA算子在遇到非隶属度为 0时集结结果不

合理的不足, 并提出了词典编纂序的直觉模糊数排序

方法. Chen等[10]提出了利用证据推理算法来集结直觉

模糊信息, 并应用于直觉模糊多属性群决策中. 以上关

于直觉模糊多属性决策的研究都是假设属性权重已知

且都是直接由专家根据经验给出, 然而实际决策时属

性权重往往未知.
粗糙集理论[11]由 Pawlak 于 1982 年提出, 是一种

能够处理不确定性的数学工具, 其优势是不需要所提

供问题的数据集合之外的任何先验信息, 因此对问题

的不确定性处理非常客观 ,  并成功地应用在决策分

析、数据挖掘与模式识别等领域. 粗糙集理论在属性

约简和属性权重的确定上已经取得了不少成果[12-15].
本文针对属性值为直觉模糊信息且属性权重完全未知

的多属性决策问题, 鉴于粗糙集理论与直觉模糊集理

论之间的互补性 ,  提出了基于粗糙集的直觉模糊

TOPSIS 多属性决策方法 .  该方法将粗糙集理论与

TOPSIS 相结合, 提出了新的属性权重确定方法, 先给

出了直觉模糊数的理想点, 再通过属性值与理想点之

间的贴近度大小进行属性的约简和属性权重的确定,
最后计算各方案的加权贴近度大小对方案进行排序.

1   粗糙集基本理论

粗糙集理论为了对知识进行表达, 采用了一种基

于信息系统的表达形式.
(X,A,V, f )定义 1[16]. 设 为一个信息系统, 其中 X 为

非空的有限对象集, 即:
X = {x1, x2, . . . , xl}

X 中每个元素 xi(i≤l)成为一个对象. A 为非空的有

限属性集, 即:
A = {A1,A2, . . . ,An}

A 中每个元素 A j( j≤n) 成为一个属性 .   f 为 X 与

A 之间的关系集, 是信息函数, 即:
f : X×A→ V

V 为属性值值域.
[x]R

B = {y ∈ X |( f (x,b) , f (y,b)) ∈ R,∀b ∈ B }
RB =

{
[x]R

B : x ∈ X
}设 ,  则 R

是 V 上的一个等价关系. 令 , 则 RB 为

X 中所有等价类的集合.
B ⊆ A设 , 则集合 X 关于 B 的下近似集和上近似集为:

R (X) =
{
x ∈ X : [x]R

B ⊆ X
}

R (X) =
{
x ∈ X : [x]R

B∩X , ∅
}

由下近似集可以定义 X 关于 B 的近似质量为:

rB (X) =

∣∣∣R (X)
∣∣∣

|X|

表示应用关系 R 能正确分类的对象的百分比.
(X,A,V, f ) A j ∈ A

RA = RA−{A j}

core (A)

设 为 一 个 信 息 系 统 ,   ,   若
, 则称属性 Aj 在属性集 A 中是冗余的, 否

则称属性 Aj 在属性集 A 中是必要的. 去除冗余属性的

过程被称为属性约简. 属性集 A 的约简有可能多个,
A 中所有必要属性组成的集合称为属性集 A 的核, 记
为 [15].

2   直觉模糊集相关知识

定义 2[17]. 设 C 为论域 E 上的一个直觉模糊集, 则
C 定义为如下形式:

C = {⟨x,µC(x),vC(x)⟩ |x ∈ E }

µC(x) x ∈ E vC(x)

x ∈ E

其中,  为元素 属于 C 的隶属度,  为元素

属于 C 的非隶属度, 并且满足以下条件:

µC : E→ [0,1]
vC : E→ [0,1]
0 ≤ µC(x)+ vC(x) ≤ 1

显然, 直觉模糊集作为模糊集的一般化, 每个传统

模糊集都可以写成如下形式:
{⟨x,µC(x),1−µC(x)⟩ |x ∈ E }

x ∈ E πC(x) = 1−µC(x)−vC(x)

x ∈ E πC(x) = 0

定义3[17]. 对任意的元素 有 ,
称为元素 x 为直觉模糊集 C 的犹豫度或未知度. 显然,
对传统模糊集来说, 对任意的元素 都有 .

⟨µC(x),vC(x)⟩
πC(x) = 1−µC(x)− vC(x)

E 中的元素 x 属于 C 的隶属度与非隶属度所构成

的有序对 称为直觉模糊数[18], 其未知度

.
C1 =

{⟨
xi,µC1 (xi),vC1 (xi)

⟩
|xi ∈ E

}
C2 =

{⟨
xi,µC2 (xi),vC2 (xi)

⟩
|xi ∈ E

}
E = {x1, x2, . . . , xl}

定义 4[19]. 设有 和

两个在论域 E 上的直

觉模糊集,  , 则直觉模糊集 C1, C2 之间

的距离定义为:
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d (C1,C2) =

√√√
1
2

l∑
i=1

[(
µC1 (xi)−µC2 (xi)

)2
+
(
νC1 (xi)− νC2 (xi)

)2
+
(
πC1 (xi)−πC2 (xi)

)2]
πC1 (xi)=1−µC1 (xi)− νC1 (xi) πC2 (xi) =

1−µC2 (xi)− νC2 (xi)

其中 ,  未知度 ,  
.

3   基于粗糙集的直觉模糊多属性决策方法

3.1   问题描述

X = {x1, . . . , xi, . . . , xl}
L = {1,2, . . . , l} A =

{
A1, . . . ,A j, . . . ,An

}
N = {1,2, . . . ,n} W =

{
ω1, . . . ,ω j, . . . ,ωn

}
0 ≤ ω j ≤ 1,

n∑
j=1
ω j = 1

设一个直觉模糊多属性决策问题有 l 个备选方案

和 n 个评价属性,  表示方案集, 令

;  表示为属性集, 令

;   为对应属性权

重, 完全未知且满足 . 方案 xi 在属

αi j =
⟨
µ j(xi),v j(xi)

⟩
(
αi j
)
l×n

f
(
xi,A j

)
= αi j

V =
{
αi j : i ∈ L, j ∈ N

}
性 Aj 下的直觉模糊评价值为 , 则有

直 觉 模 糊 决 策 矩 阵 .   设 ,

, 从而有信息系统 (X, A, V, f).

3.2   基于粗糙集和 TOPSIS 的决策方法

α+j α−jStep1. 确定属性 Aj 下的正负理想点 和 , 有:

α+j =
⟨
µ+j ,v

+
j

⟩
=
⟨
max
(
µ j (xi)

)
,min

(
ν j (xi)

)⟩
, i ∈ L (1)

α−j =
⟨
µ−j ,v

−
j

⟩
=
⟨
min
(
µ j (xi)

)
,max

(
ν j (xi)

)⟩
, i ∈ L (2)

Step2. 求出方案 xi 在属性 Aj 下的属性值 αij 分别

到正负理想点的距离, 即:

d+i j = d
(
αi j,α

+
j

)
=

√
1
2

[(
µ j (xi)−µ+j

)2
+
(
ν j (xi)− ν+j

)2
+
(
π j (xi)−π+j

)2]
(3)

d−i j = d
(
αi j,α

−
j

)
=

√
1
2

[(
µ j (xi)−µ−j

)2
+
(
ν j (xi)− ν−j

)2
+
(
π j (xi)−π−j

)2]
(4)

π j (xi)=1−µ j (xi)− ν j (xi) π+j =1−µ+j − ν+j
π−j = 1−µ−j − ν−j

其 中 ,   ,

.

Step3. 计算方案 xi 在属性 Aj 下的属性值 αij 对理

想点的贴近度, 有:

ti j =
d−i j

d−i j+d+i j
(5)

Step4. 确定属性 Aj 的权重 ωj.

M =
(
mi j
)
l×n

根据实际情况 ,  设定阈值 λ ,  构造判断矩阵

, 其中,

mi j =

{
1, ti j ≥ λ
0 ti j < λ

(6)

(X,A,V, f ) B ⊆ A

xi ∈ X

[xi]R
B =
{
xk : mk j = mi j,∀A j ∈ B

}
RB =

{
[xi]R

B : i ∈ L
}

在信息系统 中建立关于属性集 的

等价关系 RB ,  使任意 有关于集合 B 的等价类

. 所有等价类的集合仍记

为 .

X 关于 B 的下近似集定义为:

X =
{
xi : [xi]R

B ⊆ [xi]R
A , i ∈ L

}
,

则近似质量为:

rB (X) =

∣∣∣X∣∣∣
|X| .

rA (X) = 1 k ∈ N rA−{Ak} (X) = 1

属性约简是在保证分类不变的情况下去除冗余属

性. 因为 , 若存在 , 使 , 则说

core (A) A j ∈ core (A)

明 Ak 是冗余属性. 属性的核由所有非冗余属性组成,
记为 . 对任意的非冗余属性 , 其权

重有:

ω j =
1− rcore(A)−{A j} (X)∑

A j∈core(A)

[
1− rcore(A)−{A j} (X)

] (7)

因此有:
ωk = 0,Ak ∈ A− core (A)(1)  ;

0 ≤ ω j ≤ 1
∑

A j∈core(A)
ω j=1(2)  ,且 .

Step5. 计算各方案的加权贴近度 Ti:

Ti =

∑
A j∈core(A)

ω jd−i j∑
A j∈core(A)

ω jd−i j+
∑

A j∈core(A)
ω jd+i j

(8)

根据加权贴近度 Ti 的大小对方案进行排序, Ti 越

大, 则对应的方案越优.

4   算例分析

X = {x1, x2, . . . , x8}

A = {A1,A2, . . . ,A6}

为了方便比较, 本文采用文献[20]的算例. 某高校

某学院的老师准备竞选教授, 但只有一个名额, 共有

8 名候选人 符合晋升条件. 为了确定

最佳候选人, 该学院评审组对 8 名候选人分别从 6 个

方面 进行评价, 假设这 6个方面都是

效益型指标, 并将评价结果以直觉模糊信息的形式给

出, 详见表 1.
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表 1     8名候选人的评价结果
 

候选人
评估指标

A1 A2 A3 A4 A5 A6

x1 ⟨0.7,0.2⟩ ⟨0.5,0.3⟩ ⟨0.3,0.4⟩ ⟨0.8,0.2⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.2,0.3⟩
x2 ⟨0.6,0.3⟩ ⟨0.4,0.4⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.4,0.2⟩ ⟨0.2,0.2⟩ ⟨0.4,0.4⟩
x3 ⟨0.5,0.1⟩ ⟨0.2,0.5⟩ ⟨0.4,0.6⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.3,0.4⟩
x4 ⟨0.8,0.2⟩ ⟨0.7,0.2⟩ ⟨0.5,0.3⟩ ⟨0.5,0.3⟩ ⟨0.3,0.5⟩ ⟨0.4,0.2⟩
x5 ⟨0.8,0.2⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.4,0.3⟩ ⟨0.7,0.1⟩ ⟨0.6,0.3⟩ ⟨0.4,0.3⟩
x6 ⟨0.7,0.1⟩ ⟨0.4,0.5⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.4,0.2⟩ ⟨0.4,0.4⟩ ⟨0.3,0.2⟩
x7 ⟨0.5,0.1⟩ ⟨0.4,0.6⟩ ⟨0.6,0.4⟩ ⟨0.5,0.1⟩ ⟨0.6,0.2⟩ ⟨0.5,0.3⟩
x8 ⟨0.5,0.3⟩ ⟨0.2,0.3⟩ ⟨0.4,0.3⟩ ⟨0.5,0.2⟩ ⟨0.5,0.4⟩ ⟨0.3,0.4⟩

 
 

首先确定正、负理想点, 用式 (1)-(2) 求得各属性

下的正负理想点如下:

α+1 = ⟨0.8,0.1⟩ , α−1 = ⟨0.5,0.3⟩ ;
α+2 = ⟨0.7,0.2⟩ , α−2 = ⟨0.2,0.6⟩ ;
α+3 = ⟨0.6,0.2⟩ , α−3 = ⟨0.3,0.6⟩ ;
α+4 = ⟨0.8,0.1⟩ , α−4 = ⟨0.4,0.3⟩ ;
α+5 = ⟨0.6,0.2⟩ , α

−
5 = ⟨0.2,0.5⟩ ;

α+6 = ⟨0.5,0.2⟩ , α
−
6 = ⟨0.2,0.4⟩ .

d+i j d−i j D+ =
(
d+i j

)
l×n

D− =
(
d−i j

)
l×n

分别用式 (3)-(4)计算各候选人的每个属性值到对

应属性正、负理想点的距离 、 . 记 ,

, 有:

D+=



0.1 0.1732 0.2646 0.1 0 0.2646

0.2 0.2646 0 0.3606 0.4 0.1732

0.3 0.4359 0.3464 0.1732 0 0.2

0.1 0 0.1 0.2646 0.3 0.1

0.1 0.1 0.1732 0.1 0.1 0.1

0.1 0.3 0 0.3606 0.2 0.2

0.3 0.3606 0.2 0.3 0 0.1

0.2646 0.4583 0.1732 0.2646 0.1732 0.2



D−=



0.1732 0.3 0.2 0.3606 0.3606 0.1

0.1 0.2 0.3606 0.1 0.3 0.2

0.2 0.1 0.1 0.1732 0.3606 0.1

0.2646 0.4583 0.2646 0.1 0.1 0.2

0.2646 0.4 0.2646 0.2646 0.3464 0.1732

0.2 0.1732 0.3606 0.1 0.1732 0.1732

0.2 0.2 0.2646 0.1732 0.3606 0.2646

0 0.3 0.2646 0.1 0.2646 0.1



T =
(
ti j
)
l×n

用式 (5) 求得各候选人的各属性值对理想点的贴

近度 tij, 获得贴近度矩阵 , 即:

T =



0.6340 0.6340 0.4305 0.7829 1 0.2743

0.3333 0.4305 1 0.2171 0.4286 0.5359

0.4 0.1866 0.2240 0.5 1 0.3333

0.7257 1 0.7257 0.2743 0.25 0.6667

0.7257 0.8 0.6044 0.7257 0.7760 0.6340

0.6667 0.3660 1 0.2171 0.4641 0.4641

0.4 0.3568 0.5695 0.3660 1 0.7257

0 0.3956 0.6044 0.2743 0.6044 0.3333


M =
(
mi j
)
l×n

设定阈值 λ=0.6044, 根据式 (6) 构造判断矩阵

, 如下:

M =



1 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0



T

因此有:
RA = {{x1} , {x2} , {x3} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7} , {x8}}
RA−{A1} = {{x1} , {x2, x6} , {x3} , {x4} , {x5} , {x7} , {x8}}
RA−{A2} = {{x1} , {x2} , {x3} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7} , {x8}}
RA−{A3} = {{x1} , {x2, x8} , {x3} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7}}
RA−{A4} = {{x1} , {x2} , {x3} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7} , {x8}}
RA−{A5} = {{x1} , {x2} , {x3, x8} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7}}
RA−{A6} = {{x1, x5} , {x2} , {x3, x7} , {x4} , {x6} , {x8}}
RA−{A2,A4,A1} = {{x1, x3} , {x2, x6} , {x4} , {x5, x7} , {x8}}
RA−{A2,A4,A3} = {{x1} , {x2, x8} , {x3} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7}}
RA−{A2,A4,A5} = {{x1} , {x2} , {x3, x8} , {x4} , {x5} , {x6} , {x7}}
RA−{A2,A4,A6} = {{x1, x5} , {x2} , {x3, x7} , {x4, x6} , {x8}}

rA−{A2} (X) = 1 rA−{A4} (X) = 1

core (A) = {A1,A3,A5,A6}

因为 和 , 所以 A1, A2 是

冗余属性. 则属性权重 ω2=0, ω4=0, 属性集 A 的核为

, 并且有:

rcore(A)−{A1} (X) =
2
8
, rcore(A)−{A3} (X) =

6
8
,

rcore(A)−{A5} (X) =
6
8
, rcore(A)−{A6} (X) =

2
8
.
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由式 (7)可得:

ω1 =
1−2/8

(1−2/8)+ (1−6/8)+ (1−6/8)+ (1−2/8)
=

3
8

ω3 =
1
8
ω5 =

1
8
ω6 =

3
8

同理可得 ,  ,  .

最后由式 (8) 计算各候选人的加权贴近度 Ti, 有
T 1=0.5040 ,  T 2=0.5067 ,  T 3=0.4243 ,  T 4=0.6375 ,
T5=0.6879, T6=0.6005, T7=0.5905, T8=0.3227.

T5 > T4 > T6 > T7 > T2 > T1 > T3 > T8

x5 ≻ x4 ≻ x6 ≻ x7 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x8

x5 ≻ x1 ≻ x4 ≻ x7 ≻ x6 ≻ x2 ≻ x8 ≻ x3

可得 , 则候选

人的排序结果为 , 因
此最佳候选人为 x 5 .  文献 [ 2 0 ]中的排序结果为

, 可以看出本文的排

序结果与文献[20]中的排序结果并不完全相同. 一是由

于权重确定的角度不同, 文献[20]中是以属性的总不确

定信息最小建立优化模型从而分配权重大小, 而本文

方法是从属性重要性的角度进行分析, 其权重确定准

则是属性的重要性越大则属性权重越大, 这更符合决

策的实际情况. 二是本文方法综合考虑了正、负理想

点, 更加全面, 而文献[20]只考虑了正理想点. 但两种方

法的最优候选人都是 x5, 表明本文方法可以有效解决

权重未知的直觉模糊多属性决策问题.

5   结论

针对属性值为直觉模糊信息且属性权重完全未知

的多属性决策问题, 利用粗糙集可以处理模糊性和不

确定性问题, 提出了基于粗糙集的直觉模糊 TOPSIS
多属性决策方法. 该方法用粗糙集理论的近似集理论

和属性约简方法, 去除冗余的属性并确定非冗余属性

的属性权重, 再依据 TOPSIS 的思想求得方案到理想

点的加权贴近度来实现方案的排序. 算例结果验证了

本文方法的有效性和可行性, 此方法亦适用于属性值

为区间直觉模糊信息的多属性决策的权重确定.
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