
2016 年 第 25 卷 第 5 期                       http://www.c-s-a.org.cn                      计 算 机 系 统 应 用 

 Software Technique·Algorithm 软件技术·算法 107

复杂网络中近似最短路径问题① 
刘  微, 肖华勇 
(西北工业大学 理学院, 西安 710072) 

摘 要: 随着网络规模的不断增大, 经典算法(如 Dijkstra 等)效率越来越低. 针对这一问题, 研究者们提出了许多

近似搜索算法, 但如何既能提高搜索效率又能保持准确性一直是一大难点. 本文根据复杂网络的结构特性引入

区域划分,同时改进树分解的构造, 将图构造成一棵树进行搜索, 得到了一个新的适合于复杂网络的最短路径近

似算法. 此外通过实例验证, 该算法不仅在一定程度上降低了计算复杂性, 而且保持了较高的近似准确性.  
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Approximate Shortest Path Problem in Complex Networks 
LIU Wei, XIAO Hua-Yong 

(Science of School, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China) 

Abstract: With the increasing of data in complex networks, the efficiency of classic algorithms such as Dijkstra 
algorithm is very low. To solve this problem, the researchers put forward a number of approximate search algorithms, 
but how to reduce the computational complexity and also keep the accuracy has been a big difficulty. According to the 
structural characteristics of complex networks, this article introduces regional division, improves the structure of the tree 
decomposition, and constructs graph into a tree to search the target vertex, getting a new the shortest path approximate 
algorithm for complex networks. In addition, the proposed algorithm not only reduces the computational complexity but 
also remains the high accuracy of approximation by examples. 
Key words: complex network; tree decomposition; tree-width; tree; shortest path approximate algorithm 
 
 
1 引言 

在图论中, 计算一对顶点之间的最短路径是一个

基本的图算法问题. 本文将解决的就是复杂网络中点

与点之间的(近似)最短路径查询问题. 在最短路径问

题研究的发展中, 出现了各式各样的最短路径查询方

法, 最经典的方法是 Dijkstra 算法[1], 广度优先搜索算

法. 这些方法计算精确, 但对于大规模复杂网络花费

时间太长. 近年来, 研究们也提出了不少新的算法. 
Matthew J. Rattigan 等人 [2]提出了基于图结构索引

(network structure indices,简称 NSI)的 DTZ 算法,其花

费时间 ( )O ekd . 该算法利用保存的预处理结果来快速

近似节点间的距离. Wei[5]提出了一种基于树分解的最

短路径索引和查询处理方法. 其预处理时间为 2( )O n ,  
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而查询时间为 2( )O w h , 很显然, 其树宽和树高都对复

杂度有影响. 在此基础上, Takuya[4]等人提出了针对于

小树宽的复杂网络的新的最短路径查询处理方法, 其
预处理时间最坏的情况为 2( )O nm bw+ , 查询处理时间

2( )O w h , 改进后的混合近似算法查询处理时间
2( )O w h wd+ , 但网络的稀疏程度的变化会大大影响

Takuya 的效率. 其中 w 为树分解的宽度参数, n 为节

点数, m 为边数, b 为 bag 数.  
本文算法的基本思想是将图构造成一棵树来搜索

目标顶点. 其文章布局为: 本文的第二部分, 基础知

识. 第三部分, 详细的最短路径算法和复杂度分析. 
第四部分, 实验结果与分析. 
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2 基础知识 
令图 ,G V E=（ ）,其中V 为图 G 的点集, E 为图 G

的边集, 设 ,u v 属于V , u 到 v 的最短距离即为 u 到 v

的路径中最短路径的路径长度. 设点 v 在G 中的邻居

节点集合为 ( )GN v , 即就是, 若点 v 在 G 中的邻居节

点为 1 2, , nv v v… , 则 ( ) { }1 2, ,G nN v v v v= … .  
对于无权图, 两点之间的最短距离为其最短路径

步数之和, 而对于加权图, 其两点间的最短距离为最

短路径上的权值之和. 本文先考虑无权无向图.  
定义 1. 树分解和树宽[6][7] 

图 G 的树分解表示为 ( , )T X ,其中 T 为一树 , 
{ ( )}tX X V T= ∈ 是 ( )V G 的子集族. 树节点 iX 称为 bag .  

树分解具有以下特性:  
①

( )
( )t

t V T
X V G

∈
=∪  

②对于任意 ( , ) ( )u v E G∀ ∈ , 存在 ( )t V T∈ 使得

, tu v X∈ .  
③对于所有 ( )u V G∈ , 集合{ | }tt u X∈ 生成 T 的子

树.  
树分解的宽度定义为

( )
max{| | 1}tt V T

X
∈

− , 所有图 G 的

树分解的宽度的最小值称为 G 的树宽, 用 ( )w G 表示, 
简写为 w .  

定理 1[5]. 给定一图G 的树分解 ({ | }, )G iT X i I T= ∈ , 

u vT , T  分别是包含 ,u v 的 bag 构成的子树, 其中 vR  Ru

分别是这一子树的根. uvL 是 vR ,Ru 的最近共同祖先

bag . 从顶点 u 到 v 的任意路径必至少经过 uvL 中的至

少一个顶点.  
定理 2. 给定一图 G 的树分解 ({ | }, )G iT X i I T= ∈ ,

其中 T 为一树, 树宽为 w , 需要时间 2( log( ))O w h 即可

查询 s 到 t 的最短距离.  
证明: 根据树的结构特点, 在树分解 GT 上自下而

上来进行查询, 以得到从 s 到 t 的最短路径和距离. 对
于每个节点 ( )t V T∈ ,令 depth(t)为 t 的深度.  

由定理 1 可知,  
( , )  min{ ( , ) ( , )}G G Gv X

d s t d s v d v t
∈

= +  

其中 ( , )Gd s t 为图G中 s到 t的最短距离. 假设 GT 上

的 bag 中的每对顶点的最短路径和最短距离已预计算

出.  
首先, 从 s 开始查询, 设 s 所在的 bag 为 sB , 对于

任意节点 su B∈ 由预计算可得最短距离 ( , )d s u . 接下

来, 我们视 sB 作为孩子节点, 查找它的父节点, 直到

执行至最近共同祖先 bag stL . 同理可得 t 的查询过程.  

在每一步处理过程中,从 s 到在当前 bag 中所有顶

点的最短距离计算需要 2w , 其中 w 为当前 bag 的宽度. 
假设 cB 是当前 bag 节点, pB 是它的父 bag 节点, 对于

每个 c,u v B∈ 我们已经得到 ( )d ,u v . 若已知从 s 到 cB 的

每一个顶点的最短距离, 计算从 s 到 pB 中顶点的最短

距离如下:  
1) 对于每个顶点 c pv B B∈ ∩ , 由预计算即可的

( ),d s v .  
2) 对 每 个 顶 点 c\pv B B∈ , 即 有

( , ) min( ( , ) ( , ))d s v d s u d u v= + , 其中 cpu B B∈ ∩ .  
由以上查询可以看出, 若自下而上查询, 每一步

只查询其父节点, 则最多需要 ( ) ( )depth s depth t+ 步; 但
若预处理中计算出从 R s 中的所有节点到它的第 k l 祖

先 bag 的 最 短 路 径 ( 其 中 k 为 常 数 , ( )s V T∈ , 

( )( )k0 log depthl s≤ ≤ , ( )depth s 可被 k l 整除), 那么我们

就能够从每个 bag 跳到它的第 k l 祖先, 重复跳直到最

高祖先 bag stL , 则步数最多为 logk h . 由此可见, 若在

构造树分解中每一非终端树节点有至少 k l 个孩子, 每
一步等价于 kl 跳 , 即就是一次查询 bag 数为 k l 到

b/k l (一般取 2k = , 0 2l≤ ≤ , 当 0l = 时, 即为至少有 1
个孩子节点, 所有非终端树节点都满足), 查询过程就

最多有 2logk h 步 , 而每一步更新最短路径花费为

( )2O w , 因此总的查询时间为 ( )2 logO w h .   

 

3 最短路径算法和复杂度分析 
3.1 最短路径算法 

本文基于树分解算法提出了新的“根子树区域式”
树分解搜索算法. 由于在一颗树中, 除了根节点外, 
每个子节点可以分为多个不相交的子树, 本文利用树

的这一特性, 应用树分解, 构造一个新的以 bag 为树

节点的树结构.  
首先以中心点集合为树根节点, 将图G 划分为若

干个子图, 然后子图通过树分解构成树根节点的子树

(在本文中称为“根子树”). 即就是, 各“根子树”区域图

的树分解为树根节点的子树. 这样, 经过“根子树”区
域划分和树分解后, 形成了新的树结构: 以中心点作

为树根节点, 而中心点对应的“根子树”区域网络的树

分解形成的树构成互不相交的子树.  
与以往算法类似, 其算法也分为两个阶段: 预处

理阶段和在线查询阶段. 所谓的预处理算法是指计算

某些信息(数据结构等)为下一阶段做准备. 预处理阶
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段后的在线查询阶段即为尽快搜索源点到目标顶点的

最短路径或距离.  
3.1.1 预处理阶段处理过程 

预处理阶段分为以下几部分 
① 选 择 中 心 顶 点 1 2, ... kc c c 作 为 树 根 节 点

0G , 0 1 2{ , ... }kG c c c= .  
② 构造子图 
(“根子树”区域划分算法)以中心顶点开始用广度

优先遍历将图 G 划分为 k 个“根子树”区域 , 记为

1 2, ... KZ Z Z . 1 2, ... KZ Z Z 其对应的节点集为子树的顶点集

(子树). 同时记录每个“根子树”区域中顶点到其对应

中心顶点的距离, 并存入矩阵 ( 1,2... )iD i k= .  
③ 树分解 
对每个“根子树”区域图 1 2, ... KZ Z Z 进行收缩, 得到

收缩图 1 2, ... KG G G . 1 2, ... KG G G 分别作为树根节点 0G 的

直接孩子节点. 树分解算法则采用顺序消去启发式思

想, 首先设定一个阀值(如删除顶点度 m< ), 将“根子

树”区域 i 中顶点按度由小到大顺序排列, 依次判断.  
如果顶点满足这一阀值条件, 则邻居顶点之间添

加边, 使其与邻居顶点构成完全子图, 并删除该顶点

u 和它的所有的边 . 直到得到收缩图 iG ( 如图

1( i iv→ ), 收缩图由顶点 1 3 5 构成). 收缩图 iG 作为树

分解的根节点 iM , 收缩过程中构造的每个完全子图所

对应的节点和边构成一个 bag , 作为树节点 
设 u 为 删 除 顶 点 , 对 应 图 iG 中 , 树 节 点

1 2( , , ... )nu u u u , 1 2( , ... )nu u u 则为 u 的邻居顶点集 ( )
iGN u . 

而 包 含 ( )
iGN u 且 不 包 含 u 的 树 节 点 为 树 节 点

1 2( , , ... )nu u u u 的直接父节点, 重复这一过程即得其树分

解(如图 1). 我们将 i  “根子树”区域所构成的树分解称

为根节点的 i 子树, 用 ( )TR i 表示.   

 
图 1  i 图的树分解过程 

 
④ 局部距离求解 
首先, 计算每一个“根子树”区域的树分解 ( )TR i 中

每个 bag 的顶点间的距离. 由以上结构可知, 删除的

节点和增加的边使 bag 中顶点构成完全子图, 且 bag

中的其它节点是删除节点的邻居节点, 则只需计算邻

居节点之间的关系.  
本文求解 bag 内局部距离方法为:  
首先定义若 v 在第 i 个“根子树”区域, 则其所在的

bag 位置, 用 ( )ibag v 表示. [ ]ibag n 表示第 i “根子树”区域

中第 n 个bag . 设 ,u v 为同一bag 节点 [ ]ibag n 中, [ ]ibag n

中的删除顶点为 t ,且在G 中 ,u v ,没有直接相连, 则 

, [ ]
( , ) min {( ( , ) ( , )}

iu v bag n
d u v d u t d t v

∈
= +  

 
图 2  i 图的树分解结果 

 

如图 2 中求 [3]bag 中 1 到 5 的距离, 则由图 1 树分

解过程可看出,  

1,5 [3]
(1,5) min {( (1,4) (4,5)} 2

bag
d d d

∈
= + =  

而对于计算任意两个中心顶点之间的最短距离, 
本文用“根子树”区域间关系来判断“根子树”区域之间

的距离. 当“根子树”区域直接相邻, 即中心顶点 ,i jc c

所在区域 ,i jZ Z 相邻, 则 
( , )

min{( ( , ) ( , ) ( , )}
min{( ( , ) ( , )} 1

i j

i i

i i

d c c

D c v d v t D t c
D c v D t c

= + +
= + +

 

其中 v 在区域 iZ 中, t 在区域 jZ 中, 且 v 和 t 相连. 因
为相邻“根子树”区域的边是中心点之间的“必经之路”; 
对于未直接相邻的“根子树”区域的中心点则以相邻

“根子树”区域中心顶点作为桥梁来估计中心点间的关

系, 若
0
,

nm mc c 所在区域不相邻, 即有 

0 0 1 1 2

1

( , ) min{( ( , ) ( , )

... ( , )}
n

n n

m m m m m m

m m

d c c D c c D c c

D c c
−

= +

+
 

其中, 中心顶点
1

,
i im mc c

+
所在区域相邻.  

中心点选择方法: 将顶点度由小到大排序, 选择
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度最大的前 k 个顶点为中心顶点. 原因在于复杂网络

的无标度性[8,9], 表明其绝大多数节点的度相对很低, 
且存在少数度相对较高的节点. 其度大的节点为复杂

网络的 hub 点[10], 作为中心顶点.  
注意: m 用于限制每个 bag 的大小, 各“根子树”

区域节点结构不同, 因此需要对不同“根子树”区域设

定不同的 m 值. 由文献[3]可知, 根节点的大小随 m 的

增大, 迅速减小, 但当 m 达到一定值时, m 对于根节

点大小影响微弱.  
当然, 若预处理阶段步骤 2 中的“根子树”区域点

到中心顶点距离不超过 1, 即 max( ) 1iD ≤ , 那么将自组

成 bag , 即就是无须再树分解. 这将大大提高预处理

效率, 且精确度未减小.   

3.1.2 在线查询处理过程 
1) ,u v 都存在于树根节点 0G 中, 预处理中查询即

可得到 ( , )d u v .  
2) ,u v 在同一 ( )TR i (“根子树”区域 i )中.  
① ,u v 在同一 ( )TR i 的同一 bag 中, 预处理中查询

即可得到 ( ),d u v .   
② ,u v 在同一 ( )TR i 中, 但在不同 bag 中. 在这种

情况下, 分以下两种情况.  
如果 u 或 v 在 ( )TR i 的根树节点 iM 中. 设 u 不属

于 iM , v 属于 iM .  

( )( ), min ( )

( , ) min{min( ( , ) ( , )),

( , ) ( , )}
min

{( ( , ) ( , )), ( , ) ( , )}

i i

i i i ibag v Ti i

i it M

i i

t M bag v v bag v

i i i i

d u v d u t d t v

D u c D v c

d u t d t v D u c D v c
∈

∈

∈ ∩ ∈

= +

+
≤

+ +

 

其中 ( )ibag v :表示 v 所在第 i 个“根子树”区域的 bag 位

置; [ ]ibag u :表示 i  “根子树”区域中第 n 个 bag . 例, 图
2 中 3 到 4 的最短路径查询: 由图可知(取 5 为中心

点) (3) {1}ibag = , (4) {3,4}ibag = ,  
(4)) 3min( ibag = , [3] [1] {1,5}i ibag bag∩ =  

(4)4 min (4)(3,4) min { (3, )

( ,4)}
min{( (3,5) (5,4)),

( (3,1) (1,4))}

i i ibag Ti i
t M bag i

i

d d t

d t
d d

d d

∈∈ ∈=

+
= +

+

 

则 ( )3,4 2d = .  
如果 u 和 v 都不在 iM 中, 则先获取最近祖先(least 

common ancestors[3]) uvbag L . 这一过程中, 我们对文献
[4][5]中树分解查询进行改进.  

,
( , ) min {( ( , ) ( , ) ( , )),

( , ) ( , )}
i j uv

i i j jt t L

i i

d u v d u t d t t d t v

D u c D v c
∈

= + +

+
   

在相距较远两节点最近共同祖先查询中, 往往查

询到中心节点为最近共同祖先. 因为中心节点为网络

hub 节点, 根据 hub 节点性质, 网络最短路径通过 hub
节点的比率最大, 因此未影响其精度, 同时算法已预

计算出 ( , )iD u c 和 ( , )iD v c , 显然这一改进大大提高查询

效率.  
3) ,u v 在不同“根子树”区域时, u 与所在“根子

树”区域中心点 ic 的距离 ( , )iD u c , v 与所在“根子树”区
域中心点 jc 的距离 ( , )iD v c , 

( , ) min{ ( , ) ( , ) ( , )}

( , ) min{ ( , ) ( , )}
i i j j

i j i j

d u v D u c d c c D c v

d c c D u c D c v

≤ + +

= + +
 

其中 ( , )iD u c 和 ( , )iD v c 由预处理中的步骤 2 可得, 而
( , )i jd c c 在预处理阶段步骤 5 中已经求得. 如果“根子

树”区域相邻则直接遍历, 若“根子树”区域不相邻, 则
遍历到相邻“根子树”区域中心点, 再遍历到目标中心

点, 即 
( , ) min{ ( , ) ( , )}i j i m m jd c c d c c d c c≤ +  

其中 mc 为相邻“根子树”区域中心点.  
3.2 复杂度分析 

在 TEDI 算法中, 其预处理的时间复杂度为 2( )O n , 
Takuya 其预处理时间最坏的情况为 2( )O ne bw+ ,本文预

处理时间包括构造树结构和局部距离. 其中广度遍历

算法划分区域并计算区间节点与中心节点的局部距离

最坏情况下需要时间 ( )O n , 其中, 中心点间距离需要
2( )O k , 图收缩过程中需要 2( )i i iO n b w+ , 树结构即为在

前一阶段基础上计算每个 bag 的父节点 , 需时间

( )i iO b w , 其中 (1 )in i k≤ ≤ 为每个“根子树”区域的节点

数, k 为“根子树”区域个数, 且 in n=∑ . 由于复杂网

络的无标度性, 则 k n� , 所以 2( )O k 可以忽略, 则本

文预处理时间为 2

1
( ) ( )

k

i i
i

O n O b w
=

+∑ . 又 1k > , 显然, 本

文对 TEDI 和 Takuya 算法在预处理时间复杂度上有了

一定的减小.  
而对于查询节点时间复杂度, TEDI 查询时间复杂

度为 2( )O w h , Takuya 查询处理方法 2( )O w h , 改进后

的混合近似算法查询处理时间 2( )O w h wd+ , 由定理

2 可知, 每个“根子树”区域时间复杂度为 2(( log ))i iO w h , 

则本文的查询时间复杂度为 2

1
(max( log ))

k

i ii
O w h

=
, 实际上

最坏情况也要小于 2

1
(max( log ))

k

i ii
O w h

=
.  
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4 实验结果与分析 
本文使用一些实际网络: Power[11]是一个美国西部 

的国家电力网络, Erdos[3]为社会网络, hep[12]为学术引

用图, dip[13]为蛋白质相互作用数据库(详细数据信息

见表 1),利用本文提出的算法, 与 TEDI 算法及 Takuya
的精确算法和混合近似算法通过仿真实验进行比较分

析, 所有算法通过 Matlab 编程实现.  
首先本文应用实际网络来探究 r 取值与搜索时间

的关系. r 取值与预处理时间的关系如图 3, 由图可见, 
r 取值不同, 搜索时间就不同, 且大致呈现 U 型曲线, 
很显然存在极小值点.  

 
图 3  r 取值与预处理时间的关系 

 
  表 1  数据信息 

结果比较见表 2.  
表 2  预处理时间比较 

为了取得更好的查询结果, 我们对每个网络取其

r 的极小值的同时, 在网络的每个“根子树”区域中取最

优的树宽参数. 其预处理时间的比较见表 2. 在查询过

程中, 对于每个网络, 随机抽取 10%的节点对, 得到

的查询时间取平均值作为查询时间. 查询处理时间的

比较结果见表 3.  

表 3  查询时间比较 

  由上述实验仿真结果可知, 相较于 TEDI 算法和

Takuya 准确算法, 本文算法对预处理和查询过程的速

度都有一定程度的加快, 尤其是对于较大规模的无标

度性网络效率有明显提高.  
4.2 算法的准确性分析 
  为了全面分析算法的性能, 我们对算法的准确度

进行评测分析. 本文在 Dijkstra 算法作为精准值得基

础上, 使用常用的距离近似方法的正确性的评测方法-
平均路径比(PathRatio)[2] 对算法准确度进行评估. 其
定义如下 

1 1
i i

n n

f o
i i

P P P
= =

=∑ ∑  

其中 n 表示随机抽取的节点对数, 对于任意节点对 i, 

if
P 、

ioP 分别表示精确距离和近似距离. 由定义可知, P
值为 1, 即为精确值; P 越靠近 1, 精确度越高; 反之, 
精确度越低.  
  使用这一标准对近似方法准确性进行评测, 得到近

似方法在以下四种网络上的精度计算结果如下表所示 
表 4  近似算法在不同网络中的平均路径比值 

  由表 2、表 3 可以看出, 本文提出的最短路径近似

算法相较于 TEDI 算法和 Takuya 准确算法的时间效率

有很大提升, 而相较于 Takuya 混合近似算法提升不明

显, 但由表 4 可见, 近似算法虽不能达到绝对精确度, 
显然相较于 Takuya 混合近似算法准确性却又很大的

提升.  
  综合实验结果可以看出, 该算法在复杂网络上能

够大幅度地降低计算复杂性的同时, 还保持了较高的

近似准确性.  
 
5 结论与展望 
  由以上的理论基础和实验验证可知, 本文在保持

Dataset Vertices Edges r 

Power 4941 6594 0.007 

Erdio 6927 11850 0.005 

Dip 19928 82406 0.0035 

Hep 27400 705084 0.0007 

Dataset 

预处理时间(s) 

Ours 

Takuya  

TEDI Exact Hybrid 

Power 0.8987 1.6108 0.7262 2.3996 

Erdio  0.1272 0.8192 0.2310 0.2641 

Dip 12.2060 27.9688 10.5477 21.2673 

Hep 21.5053 46.9638 21.3894 50.8147 

Dataset 

查询时间( us ) 

Ours 

Takuya 

TEDI Exact Hybrid 

power 0.298 1.825 0.286 1.697 

Erdio 0.127 1.482 0.087 2.037 

dip 0.708 1.462 1.320 1.772 

hep 3.504 5.081 2.926 6.984 

Algorithm Power Erdio Dip Hep 

Ours 1.012 1.009 1.012 1.010

Takuya 1.046 1.062 1.130 1.097
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较高精度情况下得到了一个效率较高的算法. 我们是

在无向无权图的情况下提出的该算法. 当然, 本文也

可以扩展到有向图. 推广到有向图需要对每个区域节

点计算两个最短路径——源点到中心顶点的距离,和
中心顶点到源点的距离. 但对于加权图还需要进一步

研究.  
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