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T-S模糊模型变结构的机器臂轨迹跟踪控制① 
王宪，盛巍，宋书林，平雪良 

(江南大学，轻工过程先进控制教育部重点实验室无锡，214122) 

摘 要：针对不确定性的机械臂轨迹跟踪问题，结合滑模变结构和 T-S 模糊模型的优点，给出一种基于 T-S

模糊模型的变结构轨迹跟踪的方法。首先采用 T-S 模型建模，得到机械臂的模糊模型；然后设计出保证机械

臂全局渐近稳定的滑模控制器。仿真结果表明, 所设计的模糊变结构控制器与普通变结构控制器相比, 可使

机械臂无论在计算时间、误差上都具有更大的优势和更强的鲁棒性。 
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Abstract：Uncertainty of the robot arm for the trajectory tracking problem, combined with sliding mode and TS 

fuzzy model has the advantage, given TS fuzzy model based on variable structure tracking methods. First, the use of 

TS modeling, to be arm's fuzzy model; and then design a robot arm to ensure global asymptotic stability of sliding 

mode controller. Simulation results show that the design of the fuzzy variable structure controller with an ordinary 

variable structure controllers, enable robotic arm in terms of computing time, the error on has a greater advantage 

and more robust. 
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1 引言 
机器人轨迹跟踪控制的主要目的是通过给定

各关节的驱动力矩，使得机器人的位置、速度等

状态变量跟踪给定的理想轨迹[13]。传统控制方法

大都在被控对象数学模型确定、定量化的前提下，

却难以对复杂的、非线性的不确定系统进行有效

而又精确的控制。智能控制的出现为解决此类问

题提供了新的思路。文献[1]提出了针对非线性系

统的模糊自适应控制理论，为不确定性系统的控

制提供一种可行的控制策略；文献[2-5，11-13]等

都对文献[1]方案进一步改进，取得了多方面进展，

但是这些方法都存在一定的问题，如：传统的滑

模控制(SMC)[5-6]因其在滑动模态对系统干扰和摄

动具有鲁棒性而得到重视，但高频抖动的问题， 
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以及输出力矩和跟踪误差精度上也有待提高；文

献[11]在文献[12]的基础上将滑模控制与饱和函数

有机结合，但是在追踪时间和误差上都有待商榷。

据此分析，为了避免传统非线性控制器设计方法

中迭代计算中近似值以及计算负担增加的问题，

提高伺服控制器对于追踪误差和输出力矩上的控

制精度，同时针对所需求的精确性使用适当选取

的 T-S 模糊模型来近似原始非线性模型时，产生

一些额外的系统不确定性(uncertainty)。本文提出

一种结合 T-S 模糊模型与变结构控制的控制器设

计方法，这种控制器容易实现且不需要去解 Jacobi

方程式或不等式，同时运用 T-S 模糊模型的优点

（计算快速）来减轻计算上的负担；通过仿真并

利用两轴机器臂的模拟来验证算法的正确性。 
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2 机器人动力学模型 
2.1 动力学模型分析 

自由度机器人的动力学方程由下式给出： 

 

( ) ( , ) ( ) ( )M q q C q q q G q F q d t
×× × × × Ù

+ + + + =  (2.1) 

 

式中 , , nq q q R
× ××

Î 为位移、速度和加速度矢

量 ， ( ) n nM q R ´Î 为 对 称 正 定 的 惯 性 矩 ，

( , ) n nC q q R
×

´Î 为离心和 Coriolis 力矩矩阵，

( ) nG q RÎ 为重力矢量， ( ) nF q R
×

Î 为摩擦向量，

d
Ù

为外部未知有界干扰，t 为控制输入力矩矢量。

其中 ( )F q
×

和 d
Ù

为可能的不确定项， ( )F q
×

是由各

种参数误差、降阶处理，以及建模时动态特性所

带的模型误差； d
Ù

主要指不确定的外部干扰。 

机器人动力学方程（2.1）具有如下性质： 

性质 1： ( )M q 是对称正定矩阵，满足： 

( )m MM M q M£ £ ， 0m MM M >、 分别是常

数。其中 mM 为惯性矩的最小值， MM 为最大值。 

性质 2： 

( ) 2 ( , ) 0,TX M q C q q X
× ×é ù- =ê úë û

nX R" Î 。 

 

假设 2.1：离心和 Coriolis 项 ( , )C q q
×

是有界的。 

 

假设 2.2：机械臂期望轨迹 dq 、 dq
g

和 dq
gg
是有界的。 

可知当系统的参数精确已知、且结构确定的

情况下，控制律能保证闭环系统的全局稳定；但

当系统存在结构参数误差、摩擦及干扰等不确定

因素时,控制律就不能保证系统具有良好的动态性

和稳定性；同时选择 T-S 模型来近似非线性模型、

简化计算时，也会带不确定性因素。为了消除不

确定性的影响,保证系统的渐近收敛，必须设计控

制律来弥补 T-S 模糊模型来近似非线性模型所带

来的不确定性。（其中这里的不确定性主要来自模

型误差即） ( )F q
×
。 

2.2 问题描述 

本文以一个二阶非线性系统为例，二阶非线

性系统微分方程如下： 

1 2x x
·

=  

 

2 ( ) ( )( )x f x G x u d
·

= + +       （2.2） 

  其中 1
nx RÎ ， 2

nx RÎ ， 1 2( , )T T Tx x x= 代

表系统状态， nRmÎ 为控制输入， nd RÎ 代表

可 能 的 系 统 的 不 确 定 项 以 及 外 部 干 扰 即

( )d d F q
Ù ×

= + ， ( ) nf x RÎ 以及 ( ) n nG x R ´Î 为

平滑函数，(·)T 代表矩阵或向量的转置。 

综上所述，本文的研究问题为设计一个控制
律使得系统能在面对外在干扰与系统不确定项时
达 到 追 踪 的 任 务 ， 即 ： 当 t ®¥ 时

1( ) ( )dq t q t® ， ( )dq t 为追踪的目标。 

 

3 模糊变结构控制器的设计 
3.1 T-S 模糊建模 

T-S 模糊模型是由一组“if-then”模糊规则来

描述非线性系统(2.2) 的行为, 每一个规则代表一

个子系统, 整个模糊系统即为各子系统的线性组

合。第 i 条模糊规则对应的模糊状态方程为： 

:iR if 1( )x t is 1 ( )iM t and andL ( )nx t is ,inM  

 

( ) ( ) ( ),i ithen x t A x t B u t= +
o

1, 2,i l= L (3.1) 

其中： ( )i
jM t  ( j = 1, 2, ⋯, n) 是模糊子集，l是

规则个数； ,i iA B 是第 i 个子系统相应维数的矩阵。

对系统(3.1)进行单点模糊化，乘积推理以及加权平

均解模糊方法得系统的全局模糊状态方程。 

  一个非线性系统可以由 p 个线性模型做权重

的相加而以 T-S 模型做近似，p 个线性模型如下： 

1 2x x
·

=  

2 ( ) ( )i ix A x x B x u
·

= + 1,...,i p=  （3.2） 

利用(3.2)式可将原始非线性系统改写成 T-S 

模型： 

1 2x x
·

=  

2
1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ))( )( )
p p

i i i i
i i

x x A x x f x B x I G u da a
·

= =

= +D + +D +å å
（3.3） 

其中 i ( )xa 为权重，满足 i ( ) 0xa > ， 1,...,i p= ， 

1

( ) 1
p

i
i

xa
=

=å 其中
1

( ) ( ) ( )
p

i i
i

f f x x A x xa
=

D = -å ， 

 

1

( ) ( ) ( )
p

i i
i

G G x x B xa
=

D = -å  

 

3.2 控制器的设计 

利用(3.3)式可改写以下型式： 
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1 2x x
·

=  

2
1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ))( )( )
p p

i i i i
i i

x x A x x f x B x I G u da a
·

= =

= + D + + D +å å
（3.4） 

其中 1

1

( ( ) )
p

i i
i

G x B Ga -

=

D = Då g 。本文中， 

针对 1

1

( ( ) )
p

i i
i

x Ba -

=
å 的存在性提出一项假设。 

 

假设 3.1：对所有的状态而言，
1

( )
p

i i
i

x Ba
=
å 为

非奇异矩阵。 

模糊变结构控制器的设计 

首先选定一个适当的顺滑平面。先假设

1 de x x= - ，并且选定顺滑平面为： 

 

0s e Ke= + =
g

          （3.5） 

  其中。 { }1 2, ,... 0nK diag k k k= > 显而易见

地，如果状态持续保持在顺滑平面上即可达成我

们的目标，也就是 0e® 。 

  第二个步骤为设计一个控制律，使得系统状

态在有限时间内会到达顺滑平面而且会持续待在

顺滑平面上。从(3.4)（3.5)可得： 

s e K e= +
g gg g

 

 

1 dx x K e= - +
gg gg g

 

1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ))( )( )
p p

d i i i i
i i

x K e x A x x f x B x I G u da a
= =

= - + + + D + + D +å å
gg g

（3.6） 

  根据变结构控制的设计程序[9,10]，采用 
eq reu u u= +           （3.7） 

1

1 1

( ( ) ( )) ( ) ( )
p p

eq
i i i i d

i i

u x B x x A x x x K ea a
×× ×

-

= =

é ù
ê ú= × - + -
ê úë û

å å  

 

（3.8） 

将(3.7)，(3.8)代入(3.6)中，可将(3.6)改写成 

1 1

( ( ) ( ))( )( ) ( ( ) ( ))
p p

re eq
i i i i

i i

s f x B x I G u d x B x G ua a
= =

= D + + D + + D ×å å
g

（3.9） 

3.3 方法的敛散性 

为了让系统状态在有限时间内到达顺?平面，

我们提出以下假设： 

假设 3.2 : 存 在非 负 函 数 ( , )x tr 以及

( , )x ts ，使得以下两式成立 

1

( ( ) ( )) ( ) ( , )
p

eq
i i

i

f x B x I G d G u x ta r
=

é ùD + + D + D × £ë ûå
 

（3.10） 

1

1 1

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( , ) 1
p p

i i i i
i i

n x B x G x B x x ta a s-

= =

D £ <å å
 

（3.11） 

值得注意的一点，尽管在不等式(3.10)中需要
equ 的信息，但是因为与的最大值可以事先被计算

出来，所以只要 equ 计算出来之后就可以很容易地

算出 ( , )x tr 。透过假设 3.2 的帮助，所以我们设

计 equ 如下： 
1

1

( , )
( ( ) ( )) sgn( )

1 ( , )

p
re

i i
i

x t
u x B x s

x t
r h a

s
-

=

+
= - ×

- å  

 

（3.12） 

其中为正的常数。因为 sgn( )s n£ ，所以

从(3.9),(3.12)以及假设 3.2 可得 

1

( , ) ( ( ) ( ))( )
p

T T re
i i

i

s s x t s s x B x I G ur a
×

=

£ + + Då  

 

1

1 1

( , )
( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) sgn( )

1 ( , )

p p
T

i i i i
i i

x t
x t s s I x B x G x B x s

x t
r hr a a
s

-

= =

é ù+
£ - × × + Dê ú- ë û

å å  

 

1

( , )
( , ) ( ( , ) )

1 ( , )

p

i
i

x t
x t s s x t s

x t
r h

r s
s =

+
£ - -

- å  

 
( , )

( , ) ( ( , ) )
1 ( , )

x t
x t s s x t s

x t
r hr s

s
+

£ - -
-

 

 

                 sh£ - ×             （3.13） 

也就是系统状态在有限时间内会到达顺滑平

面。由以上的讨论我们会有以下的结果： 

  定理 3.1 ：令假设 3.1 与假设 3.2 同时成立，

则采用控制律(3.7)，(3.8)以及(3.12)时，此系统(2.2)

会达到追踪的性能表现。 

综上所述，以 T-S Fuzzy model 为基础的控制

器有一项重要的特性。这种方法不需要计算 ( )f x
中的非线性项与 ( )G x 的反转换，而这两个计算是

典型的变结构控制[9]无法避免的。取而代之地，系

统参数 ( )iA x ， ( )iB x 与假设 3.2 中提到的 fD ，

GD 以及 ( , )x ts 的最大值可以事先被计算并透

过查表的方式适时地将这些参数代入系统。因此

这种以 T-S Fuzzy model 为基础的方法可以减轻一

些在计算控制器方面的负担并且提升控制器实现

的可行性，尤其是当系统动态较为复杂的时候。 

 

4 实验与仿真 
  ( ) ( , ) ( )M q q C q q q g q dt

×× × ×

+ + = +     （4.1） 
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图 4.1 两轴机械手臂示意图 

 

其 中 ( ) 2
1 2,

T
q q q R= Î ， ( ) 2

1 2,
T

Rt t t= Î ，
2d RÎ 分别代表位移、控制力矩以及可能的外来

干扰， 2 2( )M q R ´Î 为对称正定的惯性矩，
2 2( , )C q q R

×
´Î 为 离 心 和 Coriolis 力 矩 矩 阵 ，

2( )g q RÎ 为重力矢量。  
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2

2 1 2 1 2 1 2 2 2

( ) ( )
( )

( )

m m l m l l c c s s
M q

m l l c c s s m l

æ ö+ +
= ç ÷

+è ø

    （4.2） 

 

 

2
2 1 2 1 2 1 2

1

0
( , ) ( )

0

q
C q q m l l c s s c

q

×
×

×

æ ö-ç ÷= -
ç ÷ç ÷-è ø

  （4.3） 

 

    
1 2 1 1

2 2 2

( )
( )

m m l gs
g q

m l gs

- +æ ö
= ç ÷-è ø

        （4.4） 

    

其中
1 2, ( )m m kg 为两 轴机 械臂 的 重量，

1 2, ( )l l m 为两轴机械臂的长度， 29.8( /sec )g m= 为

重力加速度 1 1 2 2cos( ), cos( )c q c q= = ， 1 1sin( ),s q= ，

2 2sin( )s q= 。 

1 1 2 1 2( , ) ( , )T Tx x x q q= = 2 3 4 1 2( , ) ( , )T Tx x x q q
× ×

= = 以及

u t= 。 

  将（2.2）变成状态空间方程： 

1 2x x
·

=  

2 ( ) ( )( )x f x G x u d
·

= + +        （4.5） 

其中 
2 2 2

2 1 2 1 3 3 2 2 1 4 2 1 1 1 2 2 3 2 1 2
2 2 2

2 1 2 1 3 4 2 1 1 1 3 3 1 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( )

( )( ( ) ( )

m l l a a x m l a x m m gs l a m ga s l a
f x

m l l a a x m m l a x ga s l a gs l a

æ ö- + + -
= ç ÷

+ + - +è ø 

 
2
1 2 3 1 2 2

2
3 1 2 2 2 1 2 2 2

1 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

l a a l l a
G x

a l l a m m m l a

æ ö-
= ç ÷

- +è ø
 

 

1 1 2 1 2 2( ) ,a s c c s a= - 2
2 1 2 2 3 ,a m m m a= + -  

3 1 2 1 2 ,a c c s s= +  

因为 3 1 2 1 2 1 2cos( ) 1a c c s s x x= + = - £ ，所以

2 1 0a m> > ， 

( ) 1 2
2 2

1 2 2 2 2

1
( ) 0

m m
trace G x

l a m l a
+

= + >  

 

因为 2 0a > ，所以 

 

( )
2

1 2 2 3
2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2

1
det ( ) 0

m m m a
G x

m l l a m l l a
- -

= = >  

 

对所有的 x来说， ( )G x 会是一个正定且非奇

异矩阵。而由 ( )G x 所得到的 iB 也会是正定矩阵，

因此
1

( )
p

i i
i

x Ba
=
å 也会是正定矩阵。 
 

  系统状态的初始值 0 (0.8, 0.4,1,1)Tx = - ，期
望角度和角速度为 (0.1, 0.7,0,0)Tdx = - ，三个
系统（ 1 2 5n n= = 简称 TS55、 1 2 9n n= = 简称
TS99、经典变结构控制）的控制参数设置相同，
即 5 , 1K I h= = ，将符号函数 (sgn( ))s 改成饱和
函数 ( ( / ), 0.005)sat s e e = ，干扰 0.1sin( )d t= 。 
  为了找出适当的 T-S 模糊系统来近似原始非
线性系统，选择了一组操作点来建构出相关的线
性模型。这些操作点的选择是根据工作空间范围
来选定的，如此机器臂的动作就可以由相关的线
性模型以及权重组合的方式来做适当地近似。在
模拟中，假设参数 1 2 1m m= = ， 1 2 1l l= = 而且
角度的位置限制在 , 1, 2

2 2ix i
p p

- £ £ = 。 

   

操作点的选定规则如下： 

( ){ }1, 2, 1 2, ,0,0 1,..., 1,...,
T

ij i jx x x i n andj n= = =
 

其中{ }
11,1 1,, ..., nx x 与{ }

22,1 2,,..., nx x 为 ,
2 2
p pé ù-ê úë û

之间 

 

所选定的两个区间， 1n , 2n 分别为 1x , 2x 所选取

操作点的个数。在这个例子中，我们针对 1x , 2x 均

采用三角形的归属函数。因为本文的 T-S 模糊控

制器只使用两个前部变数 x1, x2，所以在每个时

刻?只会触动四个法则，也就是四个相关的线性模

型，其中 { }1, 1 2, 1 2, 2 2, 1,ij i i j jD x x x x x x x+ += £ £ £ £  

因此，如果适当地选取 1x , 2x 的区间，这种

方式并?会造成即时运算的负担。然而，针对一个

函数在较小的子区间内取最大值会比在整个操作

区间内所取的最大值来得小，所以只要适当地选

取 1x , 2x 的区间就会使得 ( , )x tr 与 ( , )x ts 的值

变小。因此控制力矩就会比较小以致于在实际操

作应用上会比较容易实现。 

到 达 时 间 reacht 方 面 ，
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99 55( ) ( ) ( )classic TS TSSpeed Speed Speed£ £ ，这是因为 T-S 方法

需要额外的控制能量来消除系统的不确定项而这

些不确定项是来自于典型非线性模型与 T-S 模糊

模型之间的差距。然而，如同之前所提到的，经

由 T-S 模糊模型的变结构控制理论所设计出的控

制律大小与 ( , )x tr 、 ( , )x ts 有关，而 ( , )x tr 、

( , )x ts 的大小则取决于操作区间划分的大小。 

由实验结果可知 

99 55( ) 31.1355 ( ) 40.3763 ( ) 60.9290classic TS TSm m m
¥ ¥ ¥

= < = < =

很明显地，当操作区间划分的越小，所需要的控

制能量也会越小。 

  另一方面虽然 T-S 变结构控制律会比典型非

线性变结构控制律需要较多的控制能量，可是在

整个过程当中 T-S 变结构控制律所消耗的总能量

有可能会比典型非线性变结构控制律来得少且过

程中的总误差值也比较小。这可能是因为 T-S 变

结构控制律一开始所需的能量较大，一开始能量

较大会使得系统状态能快速地接近目标；而典型

非线性变结构控制律一开始所需的能量较小，在

过程中随着状态越来越靠近目标且越来越靠近顺

滑平面其所需的能量也一直在变小，所以到达目

标的时间会比较长。就总能量说，T-S 变结构控

制律一开始所需的能量较大，但是随着状态快速

地到达目标而变小；反观典型非线性变结构控制

律一开始所需的能量虽然比较小，但是接近目标

的速度较慢，所以过程中典型非线性变结构控制

律所消耗的总能量有可能会比较多。从控制律入

能量图(图 4.3)中可以观察到会有两个跳跃现象

(Jump)，这是因为系统状态到达顺滑平面的缘故。

同时这种情形也可以分别从图 4.2 观察到。在计

算时间方面，我们将 T-S 变结构控制律与典型非

线性变结构控制律各计算了 106 次之后发现 

55( ) 4.766sec ( ) 7.625secTS ClassicCPU CPU» < » 。由

此可以知道 T-S 变结构控制律可以节省计算时间。 

表 4.1 各项性能指标 

 到达时间 能量消耗
Tu uò  

误差 Te eò  

经典滑模

控制 

2.83S 820.9646 0.8128 

TS55 1.3S 805.9872 0.2133 

TS99 1.72S 731.3603 0.3980 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.1 状态量的比较图  

 

   

   

   

   

   

   

   

图 4.2 顺滑函数的的比较图 

   

 

   

   

   

   

   

   

图 4.3 控制输入的比较图 

   

   

   

   

   

   

   

   

图 4.4 误差的比较图 
 
5 小结 

本文结合了 T-S 模糊模型与变结构控制理论
并且应用在两轴机器手臂系统上。这种方法可以
大量地减轻即时计算的负担，具有响应快速以及
强健的特性。最后，增加模糊法则的数量可以降
低控制输入的大小，也就是将系统操作区间划分
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多一点会使得控制输入变小以至于在实际应用上
有控制输入大小限制时能够轻易地实现。同时，
增加模糊法则地数量并不会造成额外的计算负
担。由模拟的结果显示，这种结合 T-S 模糊模型
与变结构控制的方法同样可以完成任务，而且在
使用的能量、时间、追踪误差上比典型变结构控
制方法来得少。 
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据带宽。VRML 和设备无关，它是作为一种描述虚拟

境界的语言独立存在。以 VRML 与 3D MAX 为基础

可以建立不同档次的系统实现，这一特点也是 VRML

与 3D MAX 得以迅速发展的根本动力之一。在游戏，

工程和科学可视化，教育和建筑方面，也具有较高的

实现效率和广阔前景。 
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