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基于GM(1,1)预测的残缺图像的修复算法
① 

吴长勤，段汉根 
(安徽科技学院，蚌埠 233100) 

摘 要：在分析图像传输数据丢失的原因和特点的基础上，借鉴灰色预测的思想，提出了对残缺图像进行恢复

的灰色预测方法，该算法基本满足了图像恢复的要求，并通过实验得到了该算法的适用条件。 
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Image Inpainting Algorithm Based on Prediction of GM(1,1) 
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Abstract: Based on the analysis of the reasons and the features of the data loss when images are transferred, the paper 
makes use of the idea of the grey prediction and comes up with a new algorithm when images are repared. The new 
algorithm is to apply the grey prediction method to image inpainting, which basically meets the needs of image 
restoration and attains the applicable conditons for the algorithm through the experiments. 
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1 引言 

图像是客观世界的再现，具有直观、信息量丰富等

特点，被认为是二十一世纪信息的主要载体形式。据统

计，人类获取的信息，大约 60%来自于视觉，20%来自

于听觉，另外 20%来自触觉等其他途径[1]。由此，可见

视觉信息的重要地位，而图像作为视觉信息获取和传播

的主要载体，随着计算机技术的飞速发展，越来越受到

人们的重视。所以，可以说 21 世纪是信息获取、处理

和应用的世纪，更是图像处理和应用的世纪[2]。 
图像作为一种信息符号，有着语言文字不可比拟

的优点，成为越来越重要的信息表达方式，其应用的

领域和范围越来越广。但在日常生活和科学研究中，

我们经常会碰到图像信息缺损现象。如何对这些缺损

或遮挡信息进行恢复和补偿，成为人们日益关注的问

题。目前与该问题密切相关的两个研究方向就是图像

修复和纹理合成[3,4]。 
早在文艺复兴时期，人们就开始修复中世纪的一

些艺术品，他们的目的就是想通过填补一些裂缝来使 

 
 
中世纪的一些图画得到翻新，这样的工作就叫做

“retouching(润饰)”或者“inpainting (修补或修描)”。
那时的修补工作主要是由专业修补师手工完成的，存在

着费时、辛苦、主观和工作不易重复进行等缺点[5]。 
数字图像恢复技术作为数字图像处理科学的核心

技术，吸引了国内外众多学者对其进行了广泛而深入

的研究。由于数字图像恢复所处理的问题是一个病态

问题，人们无法从退化影像中获得原始影像，使得该

领域的研究具有一定的难度[6]。 
数字图像修补是数字图像处理技术的一个重要分

支，就是用一定算法来处理图画、照片或影片，包括

使受损的图像恢复、移走或取代照片中被选择的物体

等等，在文物保护、剔除图像或视频中的一些文字、

修复损坏的视频信息等方面都有很高的应用价值。其

主要工作原理是利用数字图像待修补区的邻域或前后

帧信息填充数字图像待修补区。数字图像修补的主要

目的是使观察者无法察觉图像己被修改，或者获得更

好的视觉效果。随着计算机技术的发展，如何在数字 
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图像的基础上实现半自动化或自动化地完成图像修补

工作，成为数字图像修补领域研究的一项重要课题。

非纹理图像修复方法一般都是基于偏微分方程或变分

的方法，这些方法可以归结为如下两类：一类是包括

TV(TotalVaration)修复模型[7]、Mumford_Shah_Euler 修
复模型[8]、Euler’s elastica 修复模型[9]等基于宏观修复

机制的方法。该类方法难以得到高效、稳定的修复模

型。另一类是包括 BSCB 模型[10]、CDD 模型[11]和

Tschumperlé模型[12]等基于微观修复机制的方法，但从

整体上就难以对其进行严格地数学分析。 
 
2 灰色预测修复算法基本思想 

灰色系统理论是邓聚龙教授于 80 年代初提出

的，在短短几十年间，得到了长足发展，目前，在

我国已成功运用到了社会，经济，科教等各个方面，

成为这些领域中进行预测，决策，分析和控制的有

力工具[13,14]。灰色系统理论是一种研究少数据、贫

信息、不确定性问题的新方法，以“部分信息已知，

部分信息未知”的小样本、贫信息、不确定性系统

为研究对象，主要通过对部分信息的生成和开发，

提取有价值的信息[15]。 
灰色预测是利用灰色动态 GM 模型，对变化趋势

进行数量大小的预测。灰色预测方法自提出以来，已

在许多领域得到成功应用。在灰色模型的建模过程中，

灰色理论方法可充分利用少量数据中的显信息和隐信

息，根据行为特征数据找出因素本身或因素之间的数

学关系，提取建模所需变量，通过建立离散数据的微

分方程动态模型，了解系统的动态行为和发展趋势。

灰色预测方法具有以下特点：①所需信息量较少(通常

只要有 4 个以上数据即可建模)；②不需已知原始数据

分布的先验特征，通过有限次的生成，可将无规则分

布(或服从任意分布)的任意光滑离散的原始序列转化

为有序序列。③建模精度较高，可保持原系统特征，

能较好反映系统实际情况。 
常用的灰色模型是 GM(1,1)预测模型，它是一

阶一个变量的灰色模型，可预测变量本身，是灰色预

测的基础。建立该预测模型只需一个数列，首先对原

始数列做一阶累加生成运算并建立白化的一阶微分方

程模型（具体算法见后），通过对白化形式的微分方程

解的还原处理，得到序列的预测值。 
灰色预测领域一般都是由一维状态变量来描述

的[16,17]，在由二维状态变量(如图像处理)描述的领域

却不多见，所以将灰色系统理论知识引人到图像处

理中有着重大的意义[18]。 
文献[19,20]将灰色系统理论应用到图像去噪和压

缩中，取得了好的效果，本文将构造一种基于灰色动

态 GM 模型的算法，将灰色预测模型 GM(1，1)应用

到残缺图像的修复中。基于相邻点间的灰度值关联度

较大的原理[21]，根据图像残缺数据呈现出离散的情

况，可以将这种离散点的灰度值看作是灰色序列，即

认为这种序列是灰色过程[22]，对灰色过程序列建立的

模型就称为 GM（1，1）模型或灰色模型（Grey Model）。
灰色建模的基本方法是对原始数据列作白化处理后，

构建相应的微分方程[23,24]。 
对于图像 I，设Ω为待修复区域， Ω∂ 为Ω的边

界点集，则 Ω−I 为已知区域。本文提出的修复是从

修复区域的外边界 Ω∂ 开始，逐步缩小修复区域Ω，

直到Ω为空。在具体优先哪个待修复点的问题上，我

们是通过定义边界点的优先度（具体算法见后），根据

优先度的大小决定边界点被修复的先后顺序。 
对于待修复点 Ω∂∈p ，设 ),( δpU 表示以 p 为

中心、δ 为半径的邻域内所有灰度值已知点的集合

（ 实 际 取 正 方 形 邻 域 ） ， 设

nipUqi ,,2,1),( …=∈ δ 。因 p 点的灰度值与

局部信息 ),( δpU 有关，也就是说待修复点 p的灰度

值由邻近的已知像素点决定。 
基于相邻点间的灰度值关联度较大这一特点及各

点灰度值的离散性，根据邻域 ),( δpU 内各点与待修

复点 p 的相关度 nipqr i ,,2,1),( …= （具体算法

见后）大小，按相关度从小到大顺序，取各点的灰度

值构建一个数据列
)0(g ，我们认为该灰度值数据列

)0(g 的下一个趋势值就是待修复点 p 灰度值的 优

近似值，以该数据列为基础，建立灰色预测模型 GM
（1，1）模型，利用预测的结果作为待修复点 p 的灰

度值，应该是一种合理的想法。具体算法描述如下： 
2.1 计算修复点的优先度，根据优先度大小确定待修

复点 
待修复点的优先度算法如下： 
设 Ω∂∈p ， ),( δpU 为以 p 点为中心的δ 邻域，

定义点 p 的优先度 )()()( pDpCpP = 。其中， )( pC
为信任因子， )( pD 为数据因子，分别定义为： 

  ∑
Ω−∈

=
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)()(
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i
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其中， pn 是边界 Ω∂ 在 p 点的单位法向量(一般用与 P
点相邻的边界点所拟合成的曲线在 p 点的法向量估

算)， ⊥∇ pI 是图像等值线的方向。初始时， Ω∂∈∀p ，

0)( =pC ； )( Ω−∈∀ Ip ， 1)( =pC 。这样定义

能够做到①p 点中的已知像素点越多，则 p 优先被修

复；②其法线与等值线方向夹角小的优先修复。信任

因子 )( pC 可以被认为是像素点 P 周围可靠信息的度

量，周围己知点越多，信任因子越高，就越早被修复。

数据因子 )( pD 反映了图像边缘信息
⊥∇ pI 在边界 Ω∂

的法向上的投影。这两者的乘积给出了点 p 的优先度，

优先度 高的点 先被修复。 
2.2 计算待修复点与邻域内灰度值已知点的相关度，

确定灰度值序列顺序 

相关度是指邻域 ),( δpU 内各已知点与待修复点

的关联度 nipqr i ,,2,1),( …= 。设 Ω∂∈p ，

),( δpUqi ∈ ， iq 点与待修复点 p 的相关度定义如

下： 

ni
qp
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iqp − 表示 iq 点与 p 点的距离，距离越近相互

影响越大； 

)exp(
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I

I

I

I
表示 iq 点等值线方向与 p

点等值线方向的交角，交角越小，则点 iq 对点 p 的贡

献越大。 
2.3 根据灰色预测模型 GM(1，1)，预测待修复点的灰

度值 

在 ),( δpU 内，对已知信息点的各点灰度值按相

关度 ),( pqr i 从小到大重新排列构成一新数据列，设

新数据列各点的灰度值为
)0(g ： 

))(,),2(),1(( )0()0()0()0( ngggg …=  

将新的灰度值序列
)0(g 看作一列灰色数据，就可

以利用灰色预测模型 GM(1，1)进行预测。预测方法如

下： 
1) 对 )0(g 作累加生成（1-AGO），累加生成的目

的是使灰色过程由灰变白的一种方法，通过累加可以

看出灰量积累过程的发展态势，使离乱的原始数据中

蕴含的积分特性或规律充分显露出来。计算方法如(1)

式所示。 
 

∑
=

=
k

i

igkg
1

)0()1( )()(               (1) 
 
假设经过累加生成(1-AGO)后的序列为

)1(g ，如

(2)式所示： 
 

))(,),2(),1(( )1()1()1()1( ngggg …=    (2) 
 
2) 依据灰色预测模型 GM(1，1)原理，根据建立

如下白化形式的微分方程(3)式： 
 

bag
dt

dg
=+ )1(

)1(

   (3) 
 

为了估计式(3)中 a 和 b 的合适值，将模型参数记为 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

b
a

â ，根据 小二乘法原理，求得 â 为(4)式： 
 

N
TT yBBBa 1)(ˆ −=            (4) 

 
其中 

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
……
+−
+−

=

1))()1((5.0

1))3()2((5.0
1))2()1((5.0

)1()1(

)1()1(

)1()1(

ngng

gg
gg

B    (5) 
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这样，微分方程(3)的解可表示为(7)式： 
 

1,,2,1))1(()1(ˆ )0()1( −…=+−=+ − nk
a
be

a
bgkg ak   (7) 

 
根据(7)式，计算出新的序列如下(8)式： 
 

))(ˆ,),2(ˆ),1(ˆ(ˆ )1()1()1()1( ngggg …=     (8) 
 
3) 对序列

)1(ĝ 进行累减运算（1-IAGO），生成还

原数列，获得待修复点的灰度值。 
累减生成是在获取增量信息时常用的生成，是对
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累加生成所起的还原作用。累减运算（1-IAGO）方法

为(9)式所示： 
 

nkkgkgkg ,,3,2)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ )1()1()0( …=−+=+   (9) 
 
具体计算时，只须利用(7)式，先预测出 )(ˆ )1( ng 和

)1(ˆ )1( +ng ，再根据(9)式生成 )1(ˆ )0( +ng ，这个值就

是预测的值，可以作为待修复点灰度值的近似值。实

现效果如图 1 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1 
 
3 试验结果与分析 

图 1 给出了算法的应用结果，从中可以看出得到

的修复效果在视觉上是完整和合理的。通过试验，δ 的

值一般取为 3～4 较好。 
我们提出了一种简单、快速，效果较好的图像修

复算法。我们算法的主要缺陷是对于较大区域的图像

修复会产生块效应且没有精确地保持等照度线方向，

主要是由于该算法是基于局部范围的近似。在以后的

工作中，我们准备结合纹理方法对图像修复进一步研

究，以便能有效地保持等照度线方向，且对大区域图

像修复也有较好的效果。 
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