
 

 

基于交叉验证的集成学习误差分析①

路佳佳

(山西工商学院 计算机信息工程学院, 太原 030006)
通信作者: 路佳佳, E-mail: luyoucan1988@163.com

摘　要: 目前关于集成学习的泛化性能的研究已取得很大成功, 但是关于集成学习的误差分析还需要进一步研究.
考虑交叉验证在统计机器学习中对于模型性能评估有重要应用, 为此, 应用组块 3×2交叉验证和 k 折交叉验证方法

为每个样本点进行赋予权重的预测值的集成, 并进行误差分析. 在模拟数据和真实数据上进行实验, 结果表明基于

组块 3×2交叉验证的集成学习预测误差小于单个学习器的预测误差, 并且集成学习的方差比单个学习器方差小. 与
基于 k 折交叉验证的集成学习方法相比, 基于组块 3×2交叉验证的泛化误差小于基于 k 折交叉验证的泛化误差, 说
明基于组块 3×2交叉验证的集成学习模型稳定性好.
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Abstract: While ensemble learning has achieved remarkable success in generalization performance, the error analysis of
ensemble learning needs further research. As cross-validation has an important application for model performance
evaluation in statistical machine learning, block-3×2 cross-validation and k-fold cross-validation are applied to integrate
the weighted prediction values for each sample point and analyze the error. Experiments on simulated data and real data
show that the prediction error of ensemble learning based on block-3×2 cross-validation is smaller than that of a single
learner, and the variance of ensemble learning is smaller than that of a single learner. The generalization error of the
ensemble learning based on block-3×2 cross-validation is less than that of the one based on k-fold cross-validation, which
indicates that the ensemble learning model based on block-3×2 cross-validation has good stability.
Key words: k-fold cross-validation; block-3×2 cross-validation; ensemble learning; regression algorithm; simulation
experiment; prediction model

 
 

k

交叉验证 (cross validation) 作为一种评价算法性

能的方法在实际中得到广泛的应用. 在统计机器学习

中, 无论是进行模型选择, 还是算法性能对比交叉验证

都体现特有的价值. 当前交叉验证有多种形式, 文献 [1]

的综述中提到的标准 折交叉验证, Monte-Carlo 交叉

验证, repeated learning-testing交叉验证, 文献 [2]正则

化交叉验证, 文献 [3] 5×2交叉验证等. 文献 [4]组块 3×2

交叉验证估计分析每组训练集和验证集数据重叠个数,

能够得到相对稳定的泛化误差估计.

结合几个学习器的结果产生一个聚合结果的集成

学习算法, 不仅可以减少分类器的方差也能够提高模

型的分类准确性和鲁棒性. 目前有很多成功的集成学
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习方法能够提高模型的泛化能, 如 linear ensemble[5],
weighted average ensemble learning[6], collaborative-
filtering ensemble[7], multi-label ensemble learning[8],
neural network ensemble[9] 等, 这些方法从不同的角度

构建多个基学习器来提高系统的泛化能力, 这些集成

学习有些涉及交叉验证的方法, linear ensemble[5] 中数

据集被分成 3 个子集, 测试集由每个用户的最后 6 个

评级组成, 验证集由每个用户的测试集之前的 4 个评

级组成, 训练集由剩下的每个用户的评级组成. Multi-
label ensemble learning[8] 在使用 RBF (径向基函数神经

网络)模型时, 在两个原型向量之间选择交叉点进行交

叉操作. Neural network ensemble[9] 研究将模糊性和交

叉验证相结合能够得到可靠的集成泛化误差估计, 以
及这种类型的集成交叉验证有时可以改进模型的性能.

k

k

虽然目前关于集成学习的泛化性能的研究取得了

很大成功, 但是关于集成学习的多样性理解, 关于集成

学习方法的损失函数以及误差分析还需要进一步研究,

而交叉验证作为一种评价算法性能的优良方法如果能

够被充分应用到集成学习中, 可以得到更好的集成学

习方法. 考虑组块 3×2交叉验证[4] 和正则化交叉验证[2]

具有稳定的泛化性能,  折交叉验证[10] 是一种常用的交

叉验证方法, 并且当前很多集成学习感兴趣于结合来

自不同模型的预测产生更高的预测 ,  本文应用组块

3×2交叉验证和 折交叉验证得到的数据集的切分建立

模型并对预测进行集成产生新的预测, 并对集成学习

的预测进行误差分析.

 1   集成学习

集成学习的基本思想是通过一个回归器 (分类

器) 来融合多个回归 (分类) 模型. 在分类问题中, 采用

对不同模型输出值进行投票选择分类结果. 在回归问

题中, 可以对输出的结果进行加权平均得到最后输出

值. 一般集成学习具有比个体学习器更好的泛化性能.

文献 [11]提出一组分类器经过集成可以得到比其中性

能最优的个体学习器更加准确的预测. 文献 [12] 理论

证明弱学习器可以提升为强学习器, 该理论为通过集

成学习得到强学习器指明前进的方向. 图 1 给出一个

常用的集成学习框架 .  集成学习代表性的算法有

bagging[13], boosting[14] 和 ECOC (error-correcting output

codes)[15].

k

集成学习算法[16] 一般可以分两个阶段进行: (1)生
成或者训练一组学习器; (2)对分类 (回归)结果进行合

并. 在训练一组学习器时, 要构建具有充分多样性的学

习器达到较好的聚合效果有很多方法, 一种常见的方

法是对训练样例进行随机子抽样进行训练, 另外采用

交叉验证方法, 将一部分数据作为训练集, 一部分作为

验证集也是一种有效方法. 当前好用的交叉验证方法

有很多, 本文考虑应用 折交叉验证[10] 和组块 3×2 交

叉验证[4] 进行集成学习.
 

x

…

y

学习器 A1

学习器 A2 融合

学习器 An 
图 1    集成学习框架图

 

 2   基于交叉验证的集成学习

k基于组块 3×2 交叉验证和 折交叉验证的集成学

习方法思路如下:
k(1)应用组块 3×2交叉验证和 折交叉验证得到切

分的数据集在单个学习器中进行训练, 得到单个学习

器在每个样本点的预测值和单个学习器预测的平均绝

对误差.
(2) 在保证误差越大权重越小的前提下, 分析预测

误差得到不同的权重.
(3) 用计算得到的权重分别去乘对应学习器的预

测值, 也就是得到经过集成学习的新的预测.
(4) 计算集成学习的新预测的误差、偏差平方和

以及方差.
k 2.1   折交叉验证在每个样本点的预测

n Dn =
{
ν1, ν2, · · · , ν j, · · · , νn

}
ν j = (x j,y j) x j y j fi =

Ai(Dn), i = 1,2, · · · ,M Ai Dn

ŷi = fi(x) x

Ai

设容量为 的样本集 , 其

中 ,  是输入向量,  是相应的输出, 用
表示应用算法 在数据集 上进

行训练得到的预测函数,  表示输入 在学习器

中的预测值.
k n

k Dn

k F1,F2, · · · ,Fk |Dn| = n |Ft | = m

Dn t Ft n =

折交叉验证[10] 它是把样本量大小为 数据集切分

成大小几乎相等且互不相交的 折. 如将数据集 划分

为不相交的 份, 分别为 , 用 和

分别表示数据集 和第 份 包含的样本个数, 则
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km k

k−1

, 依次用切分的 折中的每一折作为验证集, 其余

折作为训练集训练模型.
k t

t = 5 t = 10 j

折交叉验证一般将随机切分重复 次, 通常情况下

, 或者 , 则样本集中第 个样本点的预测为:

ŷi j =
1
t

t∑
v=1

pred(i)
v (x j), v = 1,2, · · · , t (1)

pred(i)
v (x j) j Ai v

ŷi j Ai j

其中,  表示第 个样本点在学习器 中第 次

重复时的预测值,  表示通过学习器 得到的第 个样

本点的平均预测值.
 2.2   组块 3×2 交叉验证在每个样本点的预测

Dn

S i, i = 1,2,3,4

{(S 1,S 2) , (S 3,S 4)} , {(S 1,S 3) , (S 2,S 4)} , {(S 1,S 4) , (S 2,S 3)}

组块 3×2 交叉验证[4] 将数据集均衡地分成四份,
每一份所包含的样本数大致相同, 并且每一类别在每

份数据集中的个数也基本相同, 然后将 4 份中的任意

两份两两结合, 将互为补集的两个组合看为对数据集

中的一次切分, 得到 3组切分数据集, 每两组训练集重

叠的样本个数和测试集重叠的样本个数相同, 具体是

把数据集 分成互不相交且元素个数几乎相等的 4个
子集, 记为 , 然后两两结合, 有 6种组合分成

 
这样得到 3 组数据集的切分, 用在每一组数据集的切

分上做一次标准的 2 折交叉验证. 再把 3 组 2 折交叉

验证的结果进行平均得到每个样本点的平均预测结果.

ŷi j =
1
3

3∑
q=1

pred(i)
q (x j),q = 1,2,3 (2)

pred(i)
q (x j) q (q =

1,2,3) Ai j

ŷi j Ai j

其中,  表示对组块 3×2 交叉验证的第

组切分的数据在学习器 中训练得到的第 个样

本点的预测值,  表示通过学习器 得到的第 个样本

点的平均预测值.
 2.3   权重分析

L( fi(x),y)

n

Li, i = 1,2, · · · ,M

在回归任务中, 损失函数 表示预测和观

测值之间的差异. 则在容量为 的数据集上不同模型的

平均绝对值损失函数 可以定义为:

Li =
1
n

n∑
j=1

L( fi(x j),y j) =
1
n

n∑
j=1

∣∣∣ fi(x j)− y j
∣∣∣ (3)

Li,

i = 1,2, · · · ,M

在应用交叉验证训练单个学习器后, 对单个学习

器预测的处理分析是集成学习算法重要部分. 用
分别表示不同模型对应的平均绝对值损

失. 下面用平均绝对值损失来计算不同模型在集成学

习中的权重, 考虑到绝对值损失越大, 权重越小, 这里

应用式 (4)的方法来取权重.
LZ

NLi, i = 1,2, · · · ,M wi,

i = 1,2, · · · ,M

式 (4) 中 表示不同模型平均绝对损失的总和,
表示不同模型对应的新的损失, 

表示不同模型对应的权重.

LZ =

M∑
i=1

Li =
1
n

M∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣ fi(x j)− y j
∣∣∣, i = 1,2, · · · ,M

NLi =
LZ

Li
, i = 1,2, · · · ,M

wi =
NLi

M∑
i=1

NLi

, i = 1,2, · · · ,M

(4)

 2.4   集成学习的预测值

集成学习之后每个样本点的新的预测为每个样本

点的预测结果与相应的权重的乘积之和, 集成学习的

每个样本点的预测可以表示为:

eŷ j =

M∑
i=1

ŷi jwi, i = 1,2, · · · ,M (5)

集成学习的平均绝对值损失为:

Le =
1
n

n∑
j=1

∣∣∣eŷ j− y j
∣∣∣ (6)

假设有 3 个基学习器, 图 2 给出具体的集成学习

算法分析图.
 

预测 1
权重 1

权重 2

权重 3

预测 2

预测 3

模型 1

模型 2

模型 3

 
k图 2    基于 折交叉验证的集成学习的算法分析图

 

 3   集成学习的误差分解

集成学习有两种经典的误差分解方法, 一种是误

差-分歧分解[9], 另一种是偏差-方差分解[17], 一般把每

个学习器的泛化误差分解成噪声、偏差和方差的和.
考虑到固有噪声是模型在当前任务上产生的较难估计

的一项, 文献 [17]泛化误差被分解为偏差项 (表示学习

器误差期望)和方差项 (反映模型对训练数据变化的稳

定性).
f A用 表示目标函数,  表示单个学习器. 以回归任务

为例, 使用相同的样本去训练不同的模型产生的平方

误差可以分解为:
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err(A) = E[(A− f )2]

= E[(A−E[A]+E[A]− f )2]

= (E[A]− f )2+E[(A−E[A])2]

= bias(A)2+ var(A) (7)

M A1,A2, · · · ,AM在包含 个学习器 的集成问题中, 可
以与文献 [11] 中偏差-方差-协方差分解类似将式 (7)

中的分解进行拓展. 文献 [12] 在假设单个学习器的权

重相同的情形下, 集成学习的平均方差, 平均偏差, 和

平均协方差定义为:

bias(A) =
1
M

M∑
i=1

(E[Ai]− f )

var(A) =
1
M

M∑
i=1

E(Ai−E[Ai])2

covariance(A) =

1
M(M−1)

M∑
i=1

M∑
j=1
j,i

E (Ai−E [Ai]) E
(
A j−E

[
A j

])
(8)

err(A)集成以后的平方误差  可以分解成:

err(A) =bias(A)2+
1
M

var(A)

+

(
1− 1

M

)
covariance(A) (9)

w1,w2, · · · ,wM

E(Ai)
M∑

i=1

wiE(Ai)

集成学习的平方误差和协方差项有很大关系, 协
方差越小, 说明集成学习效果越好. 但是考虑不同的

学习器在相同数据集上得到的误差不同 , 也就是不

同学习器的性能不同 , 因此结合不同学习器的预测

误差对不同的学习器赋予不同的权重也是一种集成

学习的方法. 用 表示不同学习器的权重,
用权重去乘以每个学习器的平均预测值 再求和

得到 , 那么集成学习的偏差、方差可以定

义为:

bias(A) =

 M∑
i=1

wiE[Ai]

− f (10)

var(A) = E

 M∑
i=1

wiAi−E

 M∑
i=1

wiAi




2

(11)

err(A)基于交叉验证的集成学习的平方误差 可以

分解成式 (12):

err(A) =E


 M∑

i=1

wiAi− f


2

=E


 M∑

i=1

wiAi−E

 M∑
i=1

wiAi

+E

 M∑
i=1

wiAi

− f


2

=

E

 M∑
i=1

wiAi

− f


2

+E


 M∑

i=1

wiAi−E

 M∑
i=1

wiAi




2
+E

2
E

 M∑
i=1

wiAi

− f


 M∑

i=1

wiAi−E

 M∑
i=1

wiAi





=

E

 M∑
i=1

wiAi

− f


2

+E


 M∑

i=1

wiAi−E

 M∑
i=1

wiAi




2
=bias(A)2+ var(A)

(12)

 4   实验分析

考虑到基于交叉验证的集成学习的预测误差在一

般情况下会比单个学习器的预测要小. 为了更进一步

分析基于交叉验证的集成学习的误差, 下面先在模拟

数据集上进行模拟实验进行验证 ,  再在真实数据集

wine quality-white上进行验证.
 4.1   模拟数据的实验

X = (x1, x2, · · · , xp)

p p = 6 X mvrnorm()

Y = rnorm(n)

n

n k

本文针对回归问题进行分析,  表示

维输入向量, 取 ,  由基于MASS包的

函数的多元高斯正态分布的随机数产生, 
表示服从标准正态分布的 个随机数. 实验分析在样本

量 发生变化时, 基于 折交叉验证和组块 3×2 交叉验

证集成学习的预测误差和单个学习器的预测误差的变

化. 在这里考虑 3个回归模型, 具体如下.
(1)广义线性回归模型

( f amily = gaussian())

广义线性回归是一种经典的线性模型, 在给定输

入的情形下, 它可以学得一个模型预测输出, 使得预测

准确率尽可能高, 误差尽可能小. 在本文的模拟实验中,
指数分布族取的是高斯分布 .

(2)支持向量机回归

f (x) y

ε | f (x)− y| > ε
f (x) 2ε

假设输出模型 与真实输出 之间的偏差最多为

才可接受, 也就是说 时需要计算损失, 相
当于以 为中心, 构建一个宽度为 的间隔带[18], 在
训练样本属于间隔带的情况下, 认为预测是正确的.

(3)随机森林回归

随机森林一般采用 bootstrap sampling方法进行抽

样, 对抽取的每个样本子集建树, 随后输出每棵树的预
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ntree = 100, mtry = 6

测结果. 对于回归问题, 一般通过简单平均法对每棵树

的结果求均值作为最终的预测结果, 本文实验中随机

森林参数设置 .

k

由图 3 可以看到在组块 3×2 交叉验证的情形下,
随着样本个数的变化, 随机森林, 广义线性模型, 支持

向量机 3 个模型与集成学习相比, 集成学习的预测误

差的均值比其他 3 个模型的均值都小. 由图 4 可以看

到基于 折交叉验证的集成学习得到的预测误差比随

机森林和支持向量机得到的预测误差小, 但是比广义

线性模型的预测误差大.
 

0.916

1.00

0.95

0.90

0.85

0.80

250 500 750 1 250

样本个数

预
测

误
差

1 500 1 750 2 000

0.884

0.843

0.815
0.823

0.817

0.792

0.845

0.795
0.809

0.808

0.782

0.848

0.818

0.804

0.794

0.909

0.905

0.949

随机森林
广义线性模型
支持向量机
集成学习

0.924

1 000

 
图 3    组块 3×2交叉验证的预测误差

k

k

表 1 是具体的不同学习器的预测误差的数值, 具
体可以看到随着样本个数的变化在应用组块 3×2交叉

验证和 折交叉验证进行集成学习的误差均小于单个

学习器的预测误差均值, 而且在广义线性模型和支持

向量机模型中随着样本个数的增加, 误差均值有逐渐

减少的趋势, 并且在大部分情形下组块 3×2 交叉验证

比 折交叉验证进行集成学习的误差相对更小.
(bias(A)2)

k

表 2和表 3为不同模型的偏差平方 和方

差, 从中可见组块 3×2 交叉验证的集成学习偏差的平

方和方差比基于 折交叉验证的集成学习小.
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k图 4     折交叉验证的预测误差

 
 

表 1     不同模型预测误差均值
 

样本个数
随机森林 广义线性模型 支持向量机 集成学习

k折CV 组块3×2 CV k折CV 组块3×2 CV k折CV 组块3×2 CV k折CV 组块3×2 CV
300 0.916 0.886 0.815 0.798 0.884 0.864 0.792 0.822
500 0.909 0.852 0.823 0.794 0.843 0.843 0.817 0.840
1 000 0.905 0.879 0.795 0.777 0.845 0.842 0.782 0.841
1 500 0.949 0.860 0.809 0.790 0.848 0.816 0.808 0.779
2 000 0.924 0.852 0.804 0.794 0.818 0.812 0.794 0.795

 
 

表 2     不同模型的偏差的平方
 

样本个数
随机森林 广义线性模型 支持向量机 集成学习

k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV
300 1.159 1.165 1.027 1.024 1.060 1.106 1.053 1.045
500 1.170 1.147 1.015 1.035 1.064 1.079 1.034 1.033
1 000 1.150 1.145 1.005 1.010 1.048 1.065 1.038 1.023
1 500 1.134 1.141 1.009 1.015 1.054 1.058 1.033 1.022
2 000 1.153 1.139 1.003 1.013 1.040 1.054 1.023 1.020

 
 

表 3     不同模型的方差
 

样本个数
随机森林 广义线性模型 支持向量机 集成学习

k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV k折 CV 组块3×2 CV
300 0.248 1 0.297 0.022 0 0.045 9 0.090 0.150 0.059 0.013 2
500 0.260 6 0.295 0.013 6 0.026 8 0.074 0.131 0.040 0.009 6
1 000 0.277 8 0.289 0.006 4 0.013 0 0.058 0.106 0.031 0.008 4
1 500 0.263 9 0.283 0.004 7 0.009 8 0.057 0.090 0.030 0.005 7
2 000 0.321 2 0.278 0.003 9 0.006 9 0.043 0.086 0.028 0.005 9
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k

图 5可以发现集成学习的泛化误差随着样本量的

增大在逐渐减少, 并且基于组块 3×2 交叉验证的集成

学习的泛化误差比基于 折交叉验证的集成学习的泛

化误差小.
 

1.10

1.08

泛
化
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1 250 1 500 1 750 2 000

k 折1.112

1.074
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1.043

1.031
1.03

1.026

1.069

1.063

1.051

组块 3×2

 
图 5    集成学习的泛化误差

 

 4.2   真实数据的实验

在真实数据集 wine quality-white 上基于组块 3×2
交叉验证进行实验, 在相同情形下重复实验 r 次, r=1,
2, …,100, 图 6和图 7表示不同模型下的预测误差图, 从

3×2

图 7可以看到广义线性回归模型的大部分数据的预测误

差处于 0.57 到 0.60 之间, 支持向量机回归的大部分数

据的预测误差处于 0.51 到 0.55 之间, 随机森林做回归

任务的大部分数据的预测误差处于 0.50 到 0.54 之间,
而集成学习的大部分数据的预测误差处于 0.516到 0.519
之间. 因此随机森林, 广义线性模型, 支持向量机 3 个模

型与集成学习相比, 从图 6 可以明显看出基于组块

交叉验证集成学习的预测误差的均值比其他 3个模型小.
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图 6    组块 3×2交叉验证的预测误差

 

0.60

(a) 广义线性回归模型

预
测
误
差

预
测
误
差

预
测
误
差

预
测
误
差

(b) 支持向量机

(c) 随机森林

0.59

0.58

0.57

0.55

0.54

0.53

0.52

0.51

0 25 50

r r

r r

75 100

0.54

0.53

0.52

0.51

0.50

0 25 50 75 100

0 25 50 75 100

0.520

0.518

0.516

0.514

(d) 集成学习

0 25 50 75 100

 

图 7    组块 3×2交叉验证的预测误差
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k在真实数据集 wine quality-white 上基于 折交叉

验证进行实验, 图 8表示不同模型下的预测误差图, 从
图 8可以看到广义线性回归模型的大部分数据的预测

误差处于 0.585 到 0.586 5 之间, 支持向量机回归的大

部分数据的预测误差处于 0.520到 0.525之间, 随机森

林做回归任务的大部分数据的预测误差处于 0.477  5

k

k

到 0.490 0 之间, 而集成学习的大部分数据的预测误差

处于 0.510 到 0.514 之间. 基于 折交叉验证的集成学

习的预测误差小于广义线性模型和支持向量机的误差,
但是比随机森林的预测误差大. 因此基于组块 3×2 交

叉验证集成学习的预测误差比基于 折交叉验证的集

成学习在 wine数据集上集成效果更好.
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k图 8     折交叉验证的预测误差 (其中, 横坐标表示 r, 纵坐标表示预测误差)
 

 5   结论

k

k

本文分析基于交叉验证的集成学习方法, 重点分

析基于组块 3×2 交叉验证和基于 折交叉验证的集成

学习, 与其他单个学习器相比, 集成学习误差更小, 方

差更加稳定. 并且通过模拟实验验证基于组块 3×2 交

叉验证的集成学习比基于 折交叉验证的集成学习的

预测误差更小, 模型更加稳定.
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