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带有通信时滞的二阶多智能体系统一致问题① 
缪盛，崔宝同 

(江南大学 物联网工程学院, 无锡 214122) 

摘 要：针对具有双向等时延的二阶无向通信拓扑系统，采用带有通信时滞的线性一致控制率协议，分析了使

系统稳定的条件。由于系统的阶次较高，直接对其特征方程进行分析是比较困难的，提出了一种新的分析方法，

把系统的特征方程分解为多个子系统的乘积，然后利用 CTCR 方法，求得每个子系统对应的时滞最大值，比较

后得出使系统达到一致稳定的最大时滞，作出了控制率边界曲线图并标出了稳定区域。结果表明，在有向生成

树的情况下，当时滞小于决策值时，系统能达到稳定。最后，数值仿真验证了所得结果的有效性。 
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Consensus of Second-Order Multiagent Systems with Communication Delay 
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(School of IoT Engineering, Jiangnan University, Wuxi 214122, China) 

Abstract：For a class of second-order multi-agent systems with a fixed and undirected communication topology and 

uniform delays systems, linear consensus protocols with time-delayed communications are adopted, the stability 

conditions are analysised. As the order of system is very high, the stability analysis of the characteristic equation 

becomes intractable. This paper proposes a new analysis approach via decomposing the characteristic equation of system 

into a set of factors and using the CTCR method, derives the communication delay of each eigenvalue, and obtains the 

accurate upper bound of delay of the system. We also explore the stability region generated through the protocol. The 

results show that in a case of a spanning tree, when time delay is less than the decision value, the stability of the system 

can be achieved. Finally, numerical simulation shows the effectiveness of the results. 
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近年来，随着计算机技术、网络技术和通信技术

的飞速发展，多智能体系统的分布式协调控制问题引起

了科学界的广泛关注。其中，又以多智能体的一致性问

题最为热门。在多智能体系统中，所有智能体的最终状

态能趋于一致，称为一致性问题。在早期的研究中，

Olfati-Saber 和 Murray 基于 Fax 的工作[1-2]在文[3-4]中提出

和解决动态智能体网络一致性问题的理论框架。随后很

多学者对智能体网络的一致性问题展开了广泛的研究。

然而，大多数实际系统中的智能体都通过速度和位置两

个变量来调整其运动行为，而不是仅仅对位置项的调整。

因此，研究二阶网络的一致性问题问题是十分必要的。 
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文[5]中利用 LMI 工具箱提出了一个近似算法，给出了通

信时滞的保守上界。文 [6-8]利用了 CTCR(Cluster 

treatment of characteristic roots)的方法阐述了有关时滞上

界的问题。吴文宇[9,10]提出了通信拓扑的拉普拉斯矩阵特

征值的实部和虚部在一致问题中都起着重要的作用，并

且给出了时滞上界的最大值。 

但是目前关于位置项系数 1k 和速度项系数 2k 的

取值与时滞的关系还没有一个精确的描述。本文基于

P。Lin[11]提出的一个多智能体系统控制率，假设通信

拓扑是无相且连通的，智能体之间的通信时滞固定且

统一，给出使系统达到一致稳定的充分条件。 
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1 问题描述 
设 ( ), ,G V E A 表示顶点集为V ，边集为 E ，权重邻

接矩阵为 A的有向图。其中 1 2={ }nV v v vL， ， , 表示具

有 n 个节点的集合; 图的每条边表示为 ( , )i je v v= ，

其中 iv 为边的尾， jv 为边的头。邻接矩阵 =[ ]ijA a ，

其中矩阵元素 0ija ³ 表示节点 i 到节点 j 的连接权

重，如果节点 i 可以得到节点 j 的信息，则 0ija > ,否

则 =0ija 。定义矩阵 { , =1, , }iD diag d i n= L ，其中 

1

=
n

i ij
j

d a
=

å 为矩阵 A的第 i 行元素和(称为节点的出 

度)，则矩阵 L D A= - 为图 G 的 Laplace 矩阵。当图

G 是无向图时，有 =aij jia ，无向图 G 的 Laplace 矩阵

是对称正半定矩阵，它的特征值为非负实数且有

n1 =0T L 。若无向图 G 中任意两个不同的点都可以通

过边连接起来，则称该无向图时连通的，对于无向连

通 图 ， 它 的 Laplace 矩 阵 可 以 写 成

1 20= max£ £Lλ＜λ λ [12]。 

不失一般性，本文考虑的系统含有 n 个智能体，

其网络通信拓扑为无相连通图。 

  考虑具有双积分特性的智能体动态模型： 

{ }, = , 1, ,i i i ix v v u i n= Î& & L        (1) 

其中 ,n n
i ix R v RÎ Î 分别为智能体 i 的位置，速度状

态。 n
iu RÎ 为控制输入。为了保证所有智能体位置状

态能趋于一致，采用文[9-10]中使用的控制策略： 

1 2[ ( ( )- ( )) ( ( )

( ))]
j i

i ij j i j
v N

i

u a k x t x t k v t

v t

t t t

t
Î

= - - + -

- -

å
 (2)                                                                                

其中， 1 2, 0k k > 为控制增益，t 为智能体 j 传送

给智能体 i 的信息时滞，邻接元素 ija 如前面定义。       

将(2)代入式(1)，得到系统方程如下： 

1 2

0 1

0 0

0 0 ( )

( )

n

x x
I

v v

x t
L

k k v t

t
t

æ öé ù é ù é ù
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ë û ë û ë ûè ø
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- Äç ÷ê ú ê ú-ë ûë ûè ø

&
&       (3) 

其中 

[ ]
[ ]

1 2

1 2

( ), ( ), , ( )

( ), ( ), , ( )

T

n

T

n

x x t x t x t

v v t v t v t

=
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一致性控制器(2)的目标就是当 t ® ¥ 时，使得

0i jx x- ® , 0i jv v- ® 。 

 

2 系统的稳定性分析 
本文利用频域中的结构奇异值方法，对照文[6-8]

提出的 CTCR 步骤，得到了有关 1k ， 2k ，t 的准确边

界。 

考虑如下通信拓扑图 

 
图 1 系统的通信连接拓扑图 

 

在 控 制 率 (3) 下 ， 其 特 征 方 程 为

( )det 0ssI A Be t-- - = ， 

其中
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我们可以看出，特征方程是高阶的，这给理论分

析带来了很大的困难，而且随着智能体数量的增加，

特征方程的阶次将变得更高。本文提出一种分解方法，

把系统的特征方程分解为多个子系统的乘积，使得计

算量大大简化。 

定理 1 对于控制率 (3) ，系统的特征方程

( )det 0ssI A Be t-- - = 可以被分解为多个子系统的乘

积，子系统的数量与智能体的个数相等。 

证明 考虑控制率(3)，我们将其写成如下形式：   

( ) ( )( ) ( )ny I M y t L N y t t= Ä - Ä -&   (5) 

其中: 

x
y

v
é ù

= ê ú
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因为 L 是无相连通拓扑图的Laplace矩阵，所以 L
是可对角化的。设存在一个非奇异矩阵T ，使得 

1T MT- = L ，

1

n

l

l

é ù
ê úL = ê ú
ê úë û

O 是一个对角矩阵， 

1, nl lL 是 L 的 特 征 值 。 引 入 一 个

( ) n r
ry T I Rx ´= Ä Î ，代入(5)式，我们得到  

( )( )( )
( )( )( )

1

1

( ) ( )

( )

r n r

r r

t T I I M T I t

T I L N T I t

x x

x t

-

-

= Ä Ä Ä

- Ä Ä Ä -

&
  (6) 

当 ( ),U W 和 ( ),V Z 维数相同时， 

( )( )U V W Z UW VZÄ Ä = Ä        (7) 

 (6)式变为 

( ) ( )( ) ( ) ( )t n t tI M N tx x x -= Ä - L Ä&    (8) 

由于 nI ，L 是对角矩阵，方程(8)能块对角化，所

以(8)可以被分解为 n 个 r 阶系统，每个系统有以下方

程 

( ) ( ) ( ) , 1, 2, ,j jt t j tM N j ntx x l x -= - =& L  (9) 

我们得到(7)的特征方程： 

( )det 0, 1, 2, ,s
r jsI M Ne j ntl -- - = = L  (10) 

整个系统的特征方程是(10)中所有子系统特征方

程的乘积 

( )
( )

1

det

det 0

s
r

n
s

r j
j

sI A Be

sI M Ne

t

tl

-

-

=

- -

= Õ - - =    (11) 

证毕 

考虑如图 1 所示通信拓扑，将定理 1 应用于控制率(11)

有 

1 1 2

0 00 1
det 0

0 0

n
s

j
j

s
e

k ks
tl -

=

æ öé ùé ù é ù
- - =ç ÷ê úê ú ê ú - -ë û ë û ë ûè ø

Õ   (12) 

即 

2
2 1

1

0
n

s s
j j

j

s s k e k et tl l- -

=

+ + =Õ         (13) 

对于(13)的一个子系统， 

2
2 1( ) 0s

js k s k e tl -+ + =             (14) 

我们分别考虑 0,1,3,4l = 的情况。当 0l = 时 

式(14)变为 

2 0s =                     (15) 

我们看出，系统的稳定性与t 无关。 

当 0l ¹ 时，我们有 

( )2
2 1

s
js k s k e tl -= - +           (16) 

CTCR 的第一步是求出方程(16)的虚根。 

令 s wi= ，代入(16)可得 

( )2
2 1

ji
j j jk i k e tww l w -- = - +        (17) 

对上式两边取模，我们有 

4 2 2 2 2 2
2 1 0j j j jk kw l w l- - =            (18) 

我们令 2 =j mw ， 2
2ja kl= - ， 2

1jb kl= -  

得到 

2 0m am b+ + =                 (19) 

若(19)存在正实根，则(18)必有虚根，即系统能穿越虚

轴。注意到 2
2ja kl= - ， 2

1jb kl= - ，根据劳斯判据，

劳斯表第一列的符号改变了一次，(19)有且仅有一个正

实根，(18)存在一个虚根，所以对于任何参数的选择，

系统的穿越频率是不变的。 

我们把(17)式写成如下形式 

2

2
1

0
arctan arctan j

j
j

k w
w

w k
t= -

-
   (20) 

得到 

2

1

tan( ) j
j

w k
w

k
t

é ù
= ê ú

ë û
            (21) 

则 

2

1

1 2
arctan , 0,1, ,j

k
j j

k k
k n

k

w pt
w w

= + = L   (22) 



计 算 机 系 统 应 用                        http://www.c-s-a.org.cn                     2012 年 第 21 卷 第 8 期 

 102 研究开发 Research and Development

其中 jw 的值由(18)式给出 

2 2 4 4 2 2
2 2 12

4

2
j j j

j

k k kl l l
w

+ +
=          (23) 

当(22)中的 k 取不同的值时，我们可以求得无数个

等时间间隔的时滞，显然并不是所有的时滞都能使系

统达到稳定，能使系统稳定的值我们由定理 2 给出。

为了验证定理 2 的有效性，我们先给出如下引理 

引理 1[9] 假设网络包含有向生成树，对于每个
2

2 1( ) 0s
js k s k e tl -+ + = ， 2 j N£ £ ，总有 

0
d

R
d t y

l
t Î

æ ö >ç ÷
è ø

。 

定理 2 当且仅当 

2 2 4 4 2 2
max 2 max 2 1 max

2

1

2 2 4 4 2 2
max 2 max 2 1 max

4

2arctan

4

2

k k k
k

k

k k k

l l l

t
l l l

+ +

+ +
＜ 时 

系统能达到一致稳定。 

证明 文[6]提出根的变化趋势由下式决定 

,

sgn
cs i

d
RT R

d w t t

l
t = =

é ùæ ö= ê úç ÷
è øê úë û

 

其中 

1, 0

sgn( ) 0, 0

1, 0

x

x x

x

>ì
ï= =í
ï- <î

           (24) 

0t = 时，(14)变为 

( )2
2 1 0js k s kl+ + =        (25) 

根据劳斯判据，方程的根都在左半平面，此时系

统稳定。由引理 1 得出 =+1RT ，随着t 的增加，系

统特征根将会从左半平面移到唯一的穿越频率

s iw= ，又因为 RT 是一个不变量，所以当特征根从

左半平面运动到右半平面后，不会再回到左半平面。

因此(22)式的取 k 1,2, ,nL 时的t 值都会造成系统的

不稳定。所以 k 取 0，(22)式变为 

21
arctan

3
j

j
j

k w
t

w
=            (26) 

从(23)中我们看出， jw 与 jl 成正比，另外，由(26)可

知 jt 的值与 jw 成反比，所以对于不同的l ，最大的l
值对应着的t 最小值，即时滞的上界。证毕。 

注1 与文[9]只讨论了控制增益 1 2,k k 均取于1的情

况相比，本文分析了 1 2,k k 取不同值的情况，具有更小

的保守性。 

 

3 仿真示例 
考虑图 1 所示的通信拓扑,根据代数图论, 

求得

é ù
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L 的特征根为 

1 2 3 4=0, 1, 3, 4l l l l= = =  

如前文所定义，取 1 3k = ，运用式(26)，改变 2k 的值，

得到 2k 与t 的对应曲线如下图所示 
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图 2 2k 的取值与t 的关系 
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根据定理 2，最大l 值对应的t 为最大时滞上界，

图中黄颜色部分表示稳定区域。为了验证理论的正确

性，取 A，B 两点，其中 ( )2,0.16A 位于黄色区域内，

( )= 2,0.2B 位于黄色区域外。 A， B 两点对应的 2k

都相同，均为 2，A点的时滞比 B 点少 0.04s。随机定

义初始速度和位置值 

[ ]T
x = 3 2 1 5  

[ ]T
v = 0.5 0.2 0.3 0.7  

对于图 2 中 A点，可以得到图 3 和图 4 所示时间

与速度、时间与位置的关系曲线。从仿真图看，系统

的速度，位置关系随着时间的推移逐渐趋于一致，所

以系统在 A点是稳定的。 
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图 3 2k 取 2，t 取 0.16 时的速度关系曲线 
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图 4 2k 取 2，t 取 0.16 时的位置关系曲线 

 

再考虑点，相应地可以得到图 5 和图 6。 
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图 5 2k 取 2，t 取 0.2 时的速度关系曲线 
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图 6 2k 取 2，t 取 0.2 时的位置关系曲线 

 

从仿真图看，系统的速度，位置关系随着时间的

推移不趋于一致，所以系统在点是不稳定的,所得的仿

真结果与理论分析相吻合. 

 

4 结论 
在本文中，我们研究了有向生成树条件下的具有

固定时滞的二阶多智能体渐进一致问题。利用特征方

程分解法和 CTCR 步骤，计算了能使多智能体系统达

到稳定的精确时滞范围。当智能体数量较多时，特征

方程分解法的优势将体现出来，因为我们只需求得最

大特征值对应的时滞范围，即为整个系统的时滞范围。

数值例子和计算机仿真说明了所得结果的有效性。 
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而且从仿真效果来看，这样获得的控制律依然能够得

到较好的控制效果。 
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