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一种求解图着色问题的优化组合遗传算法① 
帅训波1 杨遂发1  周兆华2 王建忠1  (1.中国石油勘探开发研究院 廊坊分院地球物理与信息研究所 河北 

 廊坊 065007；2.中国石油勘探开发研究院 廊坊分院天然气开发研究所  河北  廊坊  065007 ) 

摘 要： 图着色算法是一种典型的 NP-完全问题。在逆序算子、对偶算子和矩阵遗传算子的性能研究基础上，

采用自然数与二进制相互转换的编码方案，应用图着色问题的约束条件建立适应度评价函数，将具有

良好局部搜索性能的矩阵遗传算子与具有良好局部搜索性能的逆序与对偶组合算子优化组合应用，构

造了一种用于求解图着色问题的优化组合遗传算法，保证了算法的全局收敛性。与基本遗传算法相比

较，实验结果表明，该算法对图着色问题有较好的求解性能。 
关键词： 图着色；遗传算法；逆序与对偶组合算子；矩阵遗传算子 
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1 引言 

图着色问题已被广泛直接应用到存储分配、电路

布线、工序及排课表等工业问题中，也是现代图论中

重要研究的课题之一。然而，图着色问题是一个 NP-
完全问题，不存在多项式时间的精确算法，因此，对

它的求解算法一直是研究的热点。遗传算法应用于求

解图着色问题，取得了不俗的效果[1-3]，但研究表明， 
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一般遗传算法在求解图着色问题时，需要多次产生初 
始种群，且求解效率和质量均不理想[1,4,5]。针对这 
一弊端，本文在逆序算子、对偶算子和矩阵遗传算子

研究基础之上[6-9]，构造了一种新型优化组合遗传算

法，采用自然数与二进制相互转换的编码方案，以图

着色问题约束条件为基础，设计适应度函数，保证了

算法的全局收敛性。实验结果表明，本文算法对求解 
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图着色问题有较好性能。 
 
2 问题描述 

图的一个正常点着色，就是把图的顶点集合分成

个独立集合的一种分类，令表示种颜色，则图的点着

色定义： 
定义 1. 图的点着色是从图的顶点集到的一个映

射，当且仅当且时，。图的所有点着色构成的集合，记

为，若，则称图中点可着色的。 
定义 2. 使图为点着色的最小颜色数称为图的色

数，记为。 
 
3 优化组合遗传算法 

一般遗传算法在求解图着问题时，对给定的种颜

色(令)，产生初始种群，在遗传算子的作用下，求解着

色；若找到方案，令，重新产生初始种群，求解着色，

直到找到问题的着色方案为止。显然，这种多次产生

初始种群的过程，浪费计算时间，且损失种群中已有

的分割信息，整体求解效率较低[5]。本文在逆序算子、

对偶算子和矩阵遗传算子性能研究基础之上，构造了

一种新型优化组合遗传算法，根据图着色问题的约束

条件设计适应度评价函数， 采用自然数与二进制互换

的编码方案，从较小规模的初始种群出发，向着色方

案搜索逼近。 
3.1 新型遗传算子 

定义 3 (逆序运算).若染色体的反序列基因组有意

义 ， 逆 序 运 算 实 现 由 染 色 体 顺 序 基 因 组

s 1 2 … 1n n 得 到 其 逆 序 基 因 组

's  n 1n … 2 1 。 
定义 4 (对偶运算). 对偶运算实现依次对基因组

s 1 2 … 1n n 的每个基因位 j ，将 j 取值 被其

任 意 等 位 基 因  替 代 ， 形 成 新 等 位 基 因 组

's  21 … 1n n 。 
定义 5[8] (逆序与对偶组合算子). 逆序与对偶组

合算子对基因组 S 顺序完成如下四步操作： 
(1)应用逆序运算产生基因组 RS _ ，应用对偶运算

产生基因组 AS _ ； 
(2)对 RS _ 应用对偶产生基因组 ARS __ ，或者对

AS _ 应用逆序产生基因组 RAS __ ； 
(3) 染 色 体 ,_,_(_ ASRSMAXNS  ARS __ 或

)__ RAS ，选取适应度最好的染色体；  

(4)若 NS _ 的适应度优于 S 的适应度，则 S 在种群

的位置被 NS _ 替代，反之， NS _ 被淘汰。 
定义 6 [9] (群体矩阵). 在二进制编码中，编码长

度为 n ，根据给定方法选取 n 个染色体，并将它们随

机存储在矩阵 nnA  矩阵的各行中，该 nn 矩阵 A称为

一个群体矩阵。 
定义 7 [9] (矩阵遗传算子).矩阵遗传算子是实现将

群体矩阵 nnA  转置，得到转置矩阵 TA ，以 TA 每行基

因组成新染色体，将 TA 中 n 个新染色体与 A中 n 个染

色体组成新种群，依据适应度值选取最优的 n 个染色

体参与遗传运算。 
模式定理分析和大量实验均表明[6-9]，逆序与对偶

组合算子对种群表达的样本空间进行“深度”搜索，

具有更强的局部搜索能力；矩阵算子向距离搜索目标

更近的样本空间“扩展”逼近，具有较强的全局搜索

能力。本文将二者组合应用，使构造的遗传算法更加

完善。 
3.2 编码 

对给定的图 ),( EVG  ，其中 nV  且 mE  ，对

其采用邻接矩阵方式存储。长度为 n 的数组 A顺序存

储图G 的顶点，任意给定顶点 iV ，则 iViA ][  ；用 nn 

的二维数组 B存储图G 的各边，任意给顶点对 ),( ji VV ，

若 EVV ji ),( ，则 1],[ jiB ，否则 0],[ jiB ，那么 











ni

i

nj

j

mjiB
0 0

],[ 。 

给定图 G 的顶点数 n ，求取自然数 t ，使得
tt n 22 1  成立，那么，对于数组 A所存储的每个顶

点 ][ia 所着颜色 )(kCi 可以用 t 位二进制串表示。 
在 种 群 初 始 化 每 个 染 色 体 时 ， 首 先 从

}2,,..,2,1{ tkC  颜色集合中选取 n 种不同颜色，分别对

图G 的 n 个顶点着色，满足各顶点着色不同，则染色

体自然数编码串为 nCCCC ...321 ，对其每位基因用 t 位二

进制串表示，最后形成染色体的 tn  位二进制串，然

后对这样的二进制编码初始种群，应用 3.4 节的优化

组合遗传算法搜索，向最优着色方案的二进制串逼近。

在遗传搜索终止时，对所得到的每个最优染色体，按

照从左至右顺序每 t 二进制串为一组译成自然数，表

示对应顶点所着颜色，得到 nCCCCC ...321 ，对C中所

包括的不同自然数个数进行统计，记为 k ，其中
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nk 1 ， 即 kGx )( 。按照统计时的对应顺序，把C

中各个自然数与集合 },...,2,1{ kR  中各个自然数对应，

转换得到最优染色体C的着色方案。例如本文算法对

有 5 个顶点的图G 进行着色的一个染色体译码过程如

图 1 所示： 
二进制串： 001   101   001   101   111 
 
自然数串：  1     5     1     5     7 
 
统计 3k ， }3,2,1{R ； 11 ， 25  ， 37   
 
最优着色方案： 1    2    1     2     3 

图 1 染色体译码 
 
3.3 适应度评价函数 

对二进制串染色体评价，首先将其译成自然数编

码串 nCCCCC ...321 ，然后遍历存储图G 的 nn  邻接矩

阵的上三角矩阵，所访问的边与 3.2 节二维数组 B中

],[ jiB 相对应，若 1],[ jiB ，则进一步判断顶点 i和顶

点 j 的着色是否满足约束条件，即比较 nCCCCC ...321

中的 iC 和 jC 是否相等。因此，根据任意相邻顶点要着

不同色的约束条件构造函数： 




 


1

1 1
1 )(

n

i

n

ij
ijxxf                         (1) 

                 

其中 ijx  
              
通过式(1)对染色体中违反相邻顶点要着不同色

的约束条件进行评价度量， 1f 函数值越小，染色体满

足此约束条件的性能越好。 
给定自然数编码染色体 nCCCCC ...321 ，由于图

k 点着色问题定义知，C中所含颜色数目大于 1，对

C中所含不同的颜色数目评价构造函数： 




 


1

1 1
2 1)(

n

i

n

ij
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其中 ijy  
 
由式(2)可得， 2f 函数值越小，染色体所满足的颜色数

目约束条件越好。 
根据图 k 点着色问题定义知，满足 )(Gx 最优染

色体的 01 f ，且 kf 2 。综合式(1)和式(2)所表述的

两个约束条件度量，构造染色体的最终适应度评价函

数为： 
)]()([)](),(max[),(min 2121 yfxfyfxfyxF      (3) 

定理 1. 求解图G 的 k 点着色问题，自然数编码

染色体 nCCCCC ...321 ，若 kCf )(2 ，则染色体 C 必不

是图G 的 k 点着色问题的解。 
证明：反证法。假设染色体 C 是图G 的 k 点着

色问题的一个解，那么由定义 2 知， kCf )(2 ，这与

已知条件 kCf )(2 相矛盾。故定理 1 得证。 
定理 2. 求解图G 的 k 点着色问题，自然数编码

染色体 nCCCCC ...321 ，若 kCf )(2 ，则 2)( kCF  . 
证明：分如下三种情况进行分别讨论： 
(1)如果给定的染色体 nCCCCC ...321 是 k 点着色

问题的一个解，那么由定义 2 得 0)(1 Cf 且 kCf )(2 ，

分别代入式(3)计算，则 2)( kCF  ； 
(2) 如果给定的染色体 nCCCCC ...321 不是 k 点

着色问题的解，且 0)(2  kCf ；根据定义 1，若

nCCCCC ...321 满足任意相邻顶点要着不同色的约束

条件，即 0)(1 Cf ，那么 2)( kCF  ； 
(3) 如果给定的染色体 nCCCCC ...321 不是 k 点着

色问题的解，且不满足任意相邻顶点要着不同色的约束条

件，且 0)(2  kCf , 0)(1 Cf ；当 0)()( 12  CfCf 时，

kCfCfCf  )()](),(max[ 221 ， kCfCfCf  )()()( 221 ，

则 2)( kCF  ； 当 kCfCf  )()( 21 时 ，

kCfCfCf  )()](),(max[ 121 ， kCfCfCf  )()()( 121 ，

则 2)( kCF  。 
综合上述三种不同情况， 故定理 2 得证。 
定理 3. 求解图G 的 k 点着色问题，如果自然数

编码染色体 nCCCCC ...321 满足 2)( kCF  ，那么染色体

C必是图G 的 k 点着色问题的一个解。 
证明：分如下两种情况进行分别讨论： 
(1)若 kCf )(2 ，由定理 1 知，该自然数编码染色

体C必不是图G 的 k 点着色问题的解。 
(2)若 kCf )(2 ，用反证法。假设满足 2)( kCF  的

该染色体C不是图G 的 k 点着色问题的解。 
由定理 2 中的第(2)种和第(3)种情况的分别讨论，

可得 2)( kCF  ，这与 2)( kCF  条件相矛盾。故染色体

C必是图G 的 k 点着色问题的一个解。 
综合上述两种情况， 故定理 3 得证。 
由定理 1、定理 2 和定理 3 可知，本文根据图着

1，当 ],[ jiB =1，且 iC  jC ； 

0, 其它； 

1，当 iC  jC ； 

0,  当 iC = jC ； 
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色问题约束条件而构造的适应度评价函数是有效的。 
3.4 算法构造 

本文应用逆序与对偶组合算子和矩阵遗传算子，

构造优化组合遗传算法(IDM_GA)流程如下： 
步骤 1 根据 3.2 节所述初始种群生成法，得到二

进制编码初始种群，并应用逆序与对偶组合算子优化； 
步骤 2 排序选择出等于染色体编码长度的染色

体，应用矩阵遗传算子进行全局搜索； 
步骤 3 对矩阵遗传算子搜索得到的 n 个新染色

体，分别应用逆序与对偶组合算子进行局部搜索； 
步骤 4 应用 3.3 节的适应度评价函数，计算各个

染色体适应度，并根据适应度值对种群进行排序； 
步骤 5 判断是否满足算法结束条件，如果满足，

则对所有的最优染色体输出，否则转向步骤 2； 
步骤 6 将各个二进制编码染色体转换成自然数编

码染色体，输出 )(Gx 。 
引理 1[6]. 如果变异概率 )1,0(mp ，交叉概率

)1,0(cP ，同时采用排序选择和局部搜索策略，遗传

算法最终收敛到全局最优解。 

定理 4.对图G 进行求解着色问题，顶点数为 N，

当种群规模大于








 log

2
2

N
N 时， IDM_GA 算法以概率

1 收敛到全局最优解。 

证明：由文献[9]的矩阵遗传算子性能分析，矩阵

遗传算子等效于 n 个染色体的“矩阵”方式杂交；根

据文献[6-8]对逆序算子和对偶算子的性能分析，逆序

与对偶组合算子，等效于对矩阵遗传算子搜索过程中

的 n2 个染色体进行“逆序与对偶”方式变异。设图的

顶点数为 N，由本文 3.2 节编码方法可知，染色体的

二进制编码长度为








 log

2

N
N 。如果种群规模大于








log
2

2
N

N ，使得“矩阵遗传”式杂交概率 )1,0(cP ，

且“逆序与对偶”式变异概率 )1,0(mp ，又因为算法

采用选择排序策略，故由引理 1 可知， IDM_GA 算

法以概率 1 收敛到全局最优解。 

 
4 实验结果与分析 

为了验证 IDM_GA 算法对图着色问题的求解性

能，用 Java 语言编程实现，选取 3 个典型算例对算法

性能测试，其中文献[10]中对 7 个顶点图G 着色作为

算例 1，文献[11]的正十二面体和正二十面体所对应

的平面图着色分别作为算例 2 和算例 3，并与基本遗

传算法(GA)求解结果相比较。保证两种算法对比的公

平性，IDM_GA 算法和 GA 算法种群规模均设为 500，
遗传终止代数设为 800 代，GA 算法采用均匀杂交概

率 45.0cP 、单点变异概率 05.0mp ，在 CPU 为双

Intel 内核 2.0G，内存 1G 的 PC 机上实验。每种算法

各时自运行 200 次，随机抽取 10 次的实验结果，求

取对各算例搜索到所用最小颜色的平均数、最小颜色

有效着色方案(最优解)平均个数、最优解的平均迭代代

数及得到最优解时的遗传迭代平均时间，结果如表 1
和表 2 分别所示： 

表 1 GA 算法的求解结果 

算例 色数 
最优解 
个数 

代数 时间 

算例 1 3.8 0.6 307.6 1472.3 
算例 2 5.2 0.3 632.4 3128.6 
算例 3 5.4 0.1 685.9 3928.1 

注：时间统计单位为毫秒。 
表 2 IDM_GA 算法的求解结果 

算例 色数 最优解个数 代数 时间 
算例 1 3 3 29.5 962.6 
算例 2 4.4 2.2 41.3 1825.9 
算例 3 3.5 1.8 46.7 2316.4 

注：时间统计单位为毫秒。 
从表 1 和表 2 的实验结果对比看出，本文

IDM_GA 算法可以在较少的时间内寻找到较多的最优

有效着色方案，与 GA 算法的求解效果比较，IDM_GA
算法对图着色问题有着良好的整体求解性能。此外，

IDM_GA 算法运行参数只需保证全局收敛性的种群规

模，比 GA 算法更简洁高效。 
 
5 结论 

对被求解的着色图采用邻接矩阵存储，提出了自
然数与二进制互换的编码方案。从图着色问题的约束
条件出发，设计了有效的适应度评价函数。在逆序算
子、对偶算子和矩阵遗传算子的性能分析研究基础之，
构造了一种新型的优化组合遗传算法，通过种群规模
控制保证了算法良好全局收敛性，将其用于求解图着 
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用步进电机驱动；对于指针变化速率快的仪表，采用

脉宽驱动方式。当单片机解算完数据，对于采用步进

电机驱动的仪表，对步进电机发出步进数，驱动步进

电机指示到相应位置。而对于采用脉宽控制的仪表，

单片机发出占空比变化的 TTL 信号，通过线圈驱动指

针偏转，它们的程序流程如图 8 所示： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 8 步进电机和线圈驱动流程图 
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色问题，与基本遗传算法对比的实验结果表明，本文

的优化组合遗传算法有着较好的求解性能. 
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5 结语 
本文结合空军资助的项目《某型飞机综合训练模

拟器》的研制，重点介绍了虚拟仪表和实物仪表的开

发过程。并将此技术应用到的某型模拟器的研制，通

过实验表明，利用虚拟仪表来代替部分真实仪表制作

模拟器，实现虚拟仪表与实物仪表耦合仪表系统完全

可以达到实表模拟器的仿真效果。不仅能够提高开发

效率，而且开发费用也会大大的降低。随着大尺寸显

示器技术和大尺寸触摸屏技术的发展，虚拟仪表和实

物仪表相耦合的显示方案将会在模拟器中得到广泛的

应用。 
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