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摘　要: 在图像处理领域, 图像去噪是一项极具挑战性的任务. 图信号理论的发展为我们解决这一问题提供了新的

视角. 本文研究了基于图信号方法的权重矩阵与拉普拉斯矩阵, 将它们用于图像去噪的目标函数, 这两个矩阵可以

很好地定义观测图像与期望图像之间的内在联系. 在提出去噪目标函数的基础上, 我们给出了最优解和一种迭代的

快速求解算法. 实验表明, 该方法优于 BM3D和WNNM等前沿的去噪方法.
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Abstract: In the field of image processing, image denoising is quite challenging. The development of graph signal theory
provides a new perspective for us to solve this problem. In this study, the weight matrix and the Laplace matrix based on a
graph signal method are studied, and they are used for the objective function of image denoising. These two matrices can
well define the internal relationship between the observed image and the expected image. After proposing the denoising
objective function, we give the optimal solution and an iterative fast solution algorithm. Experiments show that this
method is superior to cutting-edge denoising methods such as BM3D and WNNM.
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1   引言

受各种记录设备所固有的物理限制, 大多数真实

世界中获取到的图像都包含了一定程度的噪声和失真[1],
下面的模型可以描述期望图像退化至观测图像的过程:

y = Az+ e (1)

y ∈ RN N

z ∈ RN e ∈ RN

σ2

A ∈ RN×N

其中,  是由观测图像的像素组成的 维列向量,

是对应的期望图像,  假定是均值为 0, 方差

为 的加性高斯白噪声, 噪声主要发生在图像采集和

传输过程中的模拟电路中, 是实际图像中最常见的噪

声. 另外,  是由模糊核产生的降级矩阵, 在我们

A = I所关注的去噪问题中,  .

一类常见的去噪算法基于某些特定变换域, 例如

傅里叶变换、快速傅里叶变换、离散余弦变换、小波

变换, 这类算法主要利用稀疏性, 使用较少的非零系数

来表示信号. 确定变换域后还需要确定阈值, 阈值函数

一般有硬阈值和软阈值两种选择[2]. 硬阈值方法将小波

系数全部切除, 其余的全部保留, 软阈值方法为了避免

频域中的阶跃, 将保留的系数都减去了阈值.

另一类方法基于空域, 直接在原图像上进行处理,

这类方法还可分为局部和非局部两种. 常见的局部方

计算机系统应用 ISSN 1003-3254, CODEN CSAOBN E-mail: csa@iscas.ac.cn
Computer Systems & Applications,2022,31(7):285−289 [doi: 10.15888/j.cnki.csa.008596] http://www.c-s-a.org.cn
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62661041

① 收稿时间: 2021-10-15; 修改时间: 2021-11-29; 采用时间: 2021-12-08; csa在线出版时间: 2022-05-31

Software Technique•Algorithm 软件技术•算法 285

http://www.c-s-a.org.cn/1003-3254/8596.html
mailto:cas@iscas.ac.cn
http://dx.doi.org/10.15888/j.cnki.csa.008596
http://www.c-s-a.org.cn


法包括高斯滤波器、最小均方滤波器、双边滤波器、

维纳滤波器, 局部算法的基本思想是利用像素之间的

相关性, 而像素的相关性会由于噪声水平变高而严重

受损, 因此局部方法在高噪声条件下表现不佳. 非局部

方法中最常用的是非局部均值滤波 (NLM), 它利用了

图像的非局部相似性, 是一种典型的逐点去噪算法[3].
图信号处理的方法为图像去噪提供了一种新思路.

非局部图变换算法通过图信号处理在图像块中构造出

数据自适应的变换域用于去噪, 并在深度图像去噪问

题中表现优秀[4]. Meyer等人利用图拉普拉斯矩阵的低

维特征向量进行去噪[5]. Yan 等人提出了 GNNLG, 在
非局部方法的基础上, 结合图拉普拉斯先验项进行去噪[6].

目前基于图信号的去噪的研究中, 主要方法都是

通过图像块匹配后, 使用图信号的方法对每一个图像

块分别进行去噪, 关于图像块的去噪比较类似于传统

方法中基于变换域的方法, 本质上是利用图傅里叶变

换得到一个新的变换域. 而本文所提出的算法虽然同

样基于图信号处理, 但更类似于基于空域方法, 直接针

对图像本身设计滤波器得到去噪图像.
在本文的方法中, 首先选择适当的相似性度量, 计

算出图像对应的权重矩阵以及拉普拉斯矩阵, 根据所

得矩阵的滤波效果, 提出了一个基于图信号的目标函

数, 这个目标函数使用权重矩阵来拟合数据保真度项,
并同时加入拉普拉斯先验项以确保恢复信号的平滑性.
我们随后说明了所提出的目标函数的合理性, 并最终

使用迭代的方式对优化问题进行快速求解.
本文的其余安排如下: 首先在第 2 节中介绍准备

工作, 然后在第 3 节中提出并详细描述了我们的算法,
并分别在第 4节和第 5节中介绍实验和结论. 

2   准备工作 

2.1   图信号处理的相关概念

G (V,E,W)

V

E (i, j) ∈ E

wi, j

i, j ∈ V G

wi, j = w j,i W 3×3

G y =
[
y1,y2, · · · ,yN

]T

根据图信号处理的相关理论, 可以将图像建模为

无向加权图 上的信号[7,8]. 通过将图像中的每

个像素都看作一个顶点, 可以得到顶点集合 ; 边缘集

合 中的每一条边连接了一对顶点; 每条边 对

应一个非负边缘权重 , 权重越大代表边缘两端的顶

点 的相关性越强. 由于 为无向加权图, 因此有

, 显然 是一个对称矩阵. 一个 图像对应

的图结构与相应的权重矩阵如图 1 所示. 图像的像素

值被认为是图 顶点上的图信号,  .

i ∈ V于是, 对于每一个顶点 , 本文定义了一个向量来描

述位于该顶点的位置和像素强度信息, 即:

ri =
[
xi,1, xi,2,yi

]
(2)

xi,1, xi,2 i

yi i

其中,  分别代表顶点 在二维平面的空间坐标,
代表顶点 的像素强度.

 

1 2 3

w5,3

4 5 6 W =

w1, 1 ...
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R
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图 1    图像的图结构与其对应的权重矩阵

 

确定图权重的一种常用方法是使用距离的指数衰

减函数, 即:

wi, j = exp
(
−dist

(
ri,r j
)
/h2
)

(3)

dist
(
ri,r j
)

ri r j

h2

ri r j

wi, j

其中,  代表顶点 和 之间的某种距离度量,

是给定的参数, 这样的选择在直觉上也是合理的, 因
为 与 距离越接近, 权重越接近 1; 反之, 距离越疏远,
权重也就越小. 本文认为较大权重 所连接的顶点之

间应该具有相似的图信号值.

dist
(
ri,r j
)

ŷi ŷ j

ri r j

关于常用的距离度量在表 1 中给出, 所列举距离

度量的直观图形解释如图 2 所示. 由于经典回归滤波

器对感兴趣信号的底层结构缺乏更强的适应性, 双边

滤波器在低信噪比情况下无法提供有效性能, 因此在

后文中均选择非局部均值滤波器作为权重矩阵中的距

离度量 . 在非局部均值滤波器中,  和 分别

指以顶点 和 为中心的图像块.
 

表 1     常用的距离度量
 

滤波器 dist
(
ri,r j
)

经典回归滤波器
∥∥∥xi − x j

∥∥∥2
双边滤波器

∥∥∥xi − x j
∥∥∥2∥∥∥yi − y j

∥∥∥2
非局部均值滤波器

∥∥∥ŷi − ŷ j
∥∥∥2

 

||yi−yj||2
非局部均值滤波器

^ ^

||xi−xj||2||yi−yj||2
双边滤波器

||xi−xj||2
经典回归滤波器

y

x

i

j

 
图 2    常用距离度量的图形解释 
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3   基于图滤波的图像去噪算法 

3.1   图信号的谱分析

L = D−W D i

W i

图信号处理中的一个重要算子是图拉普拉斯算子

, 其中,  是一个对角矩阵, 它的第 个对角元

素等于 第 行的所有元素之和.
Lu = λu λ

u L

u Lu = 0u = 0⃗

L

L = UΛUT Λ = diag (λ1,λ2, · · · ,λN) L

U

U−1 = UT

L uk

Luk = λkuk

对拉普拉斯矩阵进行特征分解, 有 ,  为特

征值,  为相应的特征向量. 由于 的每一行与常向量的

内积为 0, 假设 为一个常向量, 则 , 另外对

于无向图结构,  是半正定的实对称矩阵, 于是可以写

作 , 其中 是一个由 的

特征值所组成的对角矩阵,  由特征向量构成, 每一列

代表一个特征向量, 并且满足 . 根据特征向量

的定义, 拉普拉斯矩阵 的每一个特征向量 都满足

.
z zTLz z L接下来说明, 对于图信号 ,  表示信号 在 所延

拓的空间内的平滑度.
Luk = λkuk uk

T uk
TLuk = uk

Tλkuk

uk
Tuk = 1

由 ,  左乘 ,  得 ,  特征

向量可以进行常数倍的放缩, 因此经过适当的约定, 令
, 可以得到:

uk
Tλkuk = λk,k = 1,2, · · · ,N (4)

L u1,u2, · · · ,uN

z
z

zTLz zTLz
z = u1 = [1,1, · · · ,1]

zTLz = 0

zTLz
z

由于拉普拉斯矩阵 的特征向量 可以

构成一个完备正交集, 因此可以将图信号 分解为不同

特征向量的系数和 .  分解后 对应的低频分量越多 ,
的值越小, 对应的高频分量越多,  的值也就越

大. 在极端情况下, 如果 , 那么此时

, 因此如果希望优化后的信号更加平滑, 可以

在目标函数中加入 作为先验项, 这样倾向于得到

平滑度更高的 作为最优解.
L

z Lz L

z 0⃗

换一个角度, 如果将 看作滤波矩阵, 那么它作用

在图信号 时得到 ,  的效果相当于一个自适应的高

通滤波器, 假如 为直流向量, 那么滤波后的结果为 .
基于这样的性质, 通过计算图像所对应的拉普拉斯矩

阵, 就可以过滤图像所对应的图信号, 形成自适应滤波.
L = D−W W L

W

同理, 由于 ,  和 的特征向量是相同的,
对应的特征值逆序, 因此 也可以认为是一个自适应

低通滤波器. 

3.2   问题建模与优化

本文提出下面的优化问题:

ẑ = argmin
z

(y− z)TW (y− z)+ηzTLz (5)

y其中, 第一项为数据保真度项, 用来衡量观测输入 和

z
z

期望输出 之间的差异; 第二项是数据自适应差分项,
有助于获得更平滑的输出 .

E (z) = (y− z)TW (y− z)+ηzTLz

E (z)
对于目标函数 , 关于

的优化可以通过计算函数梯度直接得到其最优解

的数学表达式.
E (z)首先计算 的梯度:

∇E (z) = −W (y− z)+ηLz (6)

∇E (ẑ) = −W (y− ẑ)+ηLẑ = 0令 , 解得:

ẑ = (W +ηL)−1Wy (7)

W ∈ RN×N考虑到权重矩阵 , 矩阵求逆的时间复杂度

过高, 不便于计算, 因此采用梯度下降法对问题进行求解.
由式 (6), 迭代更新表达式为:

zk = zk−1−µk∇E (zk−1)
= zk−1+µk

[
W (y− zk−1)−ηLzk−1

]
(8)

µk其中,  代表梯度下降法每一轮更新的步长.
µk

µk

如果每一轮都要求出最优的 ,  就会转换为对

的优化问题, 显然会使计算量会变大, 于是可以采用

Armijo线搜索确定每一轮的步长. 

3.3   算法流程

总结归纳后得到算法 1.

算法 1. 基于图结构滤波的图像去噪算法

y W1) 非局部均值核计算输入图像 的权重矩阵 ;
W L2) 根据权重矩阵 计算得到拉普拉斯矩阵 ;

3) 循环执行下列迭代直到收敛:
zk=zk−1−µk∇E(zk−1) 

ẑ=(W+ηL)−1Wy4) 得到输出图像近似等于 .

µk算法 1中, 步长 通过 Armijo线搜索确定. 

4   实验分析

为了验证本文所提出的方法的性能, 使用图 3 中

的 6 张灰度图像作为测试图像, 如果要推广至彩色图

像去噪, 将算法分别应用于各个通道即可. 在这些图像

上添加加性高斯白噪声, 均值为 0, 噪声方差从 0.2 到

400, 从而得到噪声图像. 对照算法分别选用 NLM[3],
BM3D[9], WNNM[10], 这 3 种算法都是去噪效果较好且

比较常用的算法. NLM的基本思想是基于图像块构建

图像的逐点估计. WNNM 基于加权核范数进行去噪.
BM3D 基于图像块进行三维滤波. 所有实验都是基于

Matlab, 运行在 LENOVO 82DN环境下, 所使用的处理

器是 Intel Core i5-10210U.
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(a) House (b) Cameraman (c) Barbara (d) Lena (e) Peppers (f) Goldhill 

图 3    用于评估算法性能的一组图像

 

n n = 8 MSE
PSNR

dB

其中,  为每像素的比特数, 对于灰度图像,  , 
表示当前图像和参考图像之间的均方误差.  的单

位是 , 该值越大, 代表失真越小.
PSNR对于图像恢复效果的衡量, 使用峰值信噪比 ( )

作为性能指标[11]. 定义为:

PSNR = 10lg
(2n−1)2

MSE
(9)

PSNR

PSNR

表 2 中给出了不同方法的 指标. 噪声方差处

于 0.2和 400之间. 可以看到, 与其他的去噪算法相比,
本文的方法在所有图像中的 指标都是最佳的 .
BM3D和 NLM在各个条件下呈现出相似的去噪水平,
而我们的方法在噪声方差为 0.2时比 BM3D的表现平

均提升了 26.8 dB. 可以观察到本文的方法在低噪声水

平下具有更明显的优势, 这是由于在本文的目标函数

中的数据保真度项通过权重矩阵的拟合, 可以更加自

适应地还原出原图像的细节信息.
视觉上的主观比较如图 4, 以 Goldhill 叠加方差

为 400 的噪声为例. 使用本文的方法所生成的图像纹

理更加清晰. 相比 WNNM, 本文的方法没有造成过度

模糊, 相比 NLM, 本文的方法显然能更好地去除噪声,
相比 BM3D, 本文的方法消除了其中的振铃效应. 因此,

使用本文的方法可以获得更好的细节, 极大抑制了噪

声且避免了振铃, 同时纹理信息清晰可见.
 

表 2     基于图滤波去噪算法, NLM, BM3D, WNNM的

PSNR 性能 (dB)
 

图像 方法
噪声方差

0.2 1 5 20 100 400

House

本文 69.14 63.06 56.26 50.24 43.27 37.15
BM3D 47.83 46.27 43.12 40.02 36.63 33.78
NLM 37.82 37.81 37.77 37.53 34.44 25.45
WNNM 46.51 45.43 42.60 39.30 36.44 33.86

Cameraman

本文 68.11 62.01 55.20 49.20 42.17 35.92
BM3D 42.87 42.33 40.66 37.81 33.50 30.25
NLM 33.52 33.51 33.45 33.22 31.44 24.91
WNNM 41.74 41.43 40.37 37.97 33.22 29.47

Barbara

本文 68.96 62.09 55.40 49.43 42.41 36.24
BM3D 41.97 41.71 40.72 38.77 35.38 32.03
NLM 37.54 37.50 37.32 36.63 32.99 25.10
WNNM 40.15 39.99 39.37 38.04 35.08 31.18

Lena

本文 70.17 62.78 56.01 50.02 43.00 36.85
BM3D 42.47 42.06 40.79 38.79 35.88 33.02
NLM 37.59 37.58 37.54 37.28 34.20 25.43
WNNM 41.63 41.22 40.06 38.34 35.62 32.42

Peppers

本文 69.03 62.98 56.17 50.18 43.17 37.04
BM3D 38.30 38.19 37.74 36.77 34.90 32.75
NLM 36.42 36.42 36.41 36.32 33.89 25.43
WNNM 37.83 37.70 37.21 36.23 34.70 32.51

Goldhill

本文 69.94 62.89 56.03 50.10 43.11 36.97
BM3D 41.38 40.95 39.45 36.93 33.47 30.69
NLM 34.99 34.98 34.96 34.82 32.73 25.18
WNNM 40.24 39.90 38.63 36.17 32.60 29.58

 

(a) 原图像 (b) 噪声图像 (c) 基于图滤波的算法 (d) NLM (e) WNNM (f) BM3D 

图 4    Goldhill图像的去噪示例
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5   结论与展望

本文提出了一种基于图信号的图像去噪通用方法.
这个方法基于以下两点分析: (1) 将基于 NLM 滤波计

算得到的图结构用于描述图像的内在框架. (2) 基于图

像计算的权重矩阵和拉普拉斯矩阵分别可以看作自适

应低通和高通滤波器, 可用于表征图信号的特征. 我们

创新性地提出了一种基于图信号的目标函数用于去噪,
对于所提出的目标函数, 给出了理论的最优解和迭代

逼近算法. 实验表明, 本文所提出的方法在数值指标和

视觉效果上都优于 BM3D和WNNM等前沿去噪算法.
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