
 

 

结合边分割的改进二次误差测度算法①

张悠然

(长春大学 网络安全学院, 长春 130022)
通信作者: 张悠然, E-mail: 190701110@mails.ccu.edu.cn

摘　要: 为了有效解决二次误差测度算法 (quadric error metrics, QEM)容易产生异常三角面、失去局部特征、几何

结构异常等问题, 提出一种结合边分割的改进二次误差测度算法 (quadric error mactrics with edge splitting, ESQEM).
该算法添加顶点高斯曲率作为边折叠代价之一, 通过参数调节模型特征保留情况; 添加边长查询机制, 对细长三角

面进行边分割操作. ESQEM算法能有效维护网格模型高曲率区域特征、保持网格几何结构、消除狭长三角面, 简
化后的模型有更好的视觉效果, 高简化率下的简化精度更高.
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Abstract: For the abnormal triangular surfaces, loss of local features, and abnormal geometric structures occurring in
quadric error metrics (QEM), an improved quadric error metrics with edge splitting (ESQEM) algorithm is proposed. The
EAQEM algorithm adds the Gaussian curvature of vertex as one of the edge collapse costs and adjusts the model feature
retention by parameters. The edge length query mechanism is added to perform the edge splitting on the slender triangular
surface. The ESQEM algorithm maintains the high-curvature region characteristics of mesh model and keeps the
geometric structure, eliminating the slender triangular surface. The simplified model has better visual effect and higher
accuracy than QEM algorithm under high simplification rate.
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三维网格模型在计算机图形学、计算机动画、虚

拟现实等领域有着广泛应用, 然而复杂场景的三维模

型极大地消耗了带宽资源、增加了处理时间, 不利于

模型的存储、计算、渲染等. 因此, 通过使用相对简单

的模型代替原始的高细节模型, 即对网格模型进行简

化成为当前的主流方案[1]. 网格简化指通过删除或修改

对视觉影响不大的点、边、面来减少网格面片数量[2],
对几何模型在各领域的应用有着重要意义.

自 Clark[3] 于 1976 年提出网格简化思想以来, 国

内外学者对简化算法进行了广泛而深入的研究. 其中,
1997 年由 Garland 和 Heckbert 提出的二次误差测度

(QEM) 算法是目前使用最广泛的网格简化算法之一.
QEM 算法运算速度快, 简化后的模型质量较高, 是一

种兼顾速度、质量和通用性的较理想的算法[4]. 然而,
该算法仅以点到相关平面距离的二次方作为误差测度,
容易使简化后的模型失去局部特征和几何结构, 并且

易产生狭长三角面, 导致渲染效果差. 针对上述问题,
很多学者提出改进方案. Kim 等人[5] 将离散曲率范数

计算机系统应用 ISSN 1003-3254, CODEN CSAOBN E-mail: csa@iscas.ac.cn
Computer Systems & Applications,2022,31(6):271−278 [doi: 10.15888/j.cnki.csa.008543] http://www.c-s-a.org.cn
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62661041

① 收稿时间: 2021-09-17; 修改时间: 2021-10-14; 采用时间: 2021-10-29; csa在线出版时间: 2022-05-26

Software Technique•Algorithm 软件技术•算法 271

http://www.c-s-a.org.cn/1003-3254/8543.html
mailto:cas@iscas.ac.cn
http://dx.doi.org/10.15888/j.cnki.csa.008543
http://www.c-s-a.org.cn


与距离度量结合共同作为边折叠代价, 保留了原始网

格的高曲率区域. Tang 等人[6] 选择引入反向成本概念

增加高、低曲率差异, 并选择中点作为新顶点使算法

更简单、直观. 王继东等人[7] 把三角形法向量约束因

子嵌入误差矩阵中, 让体积变化平方作为误差度量, 并
自动分配网格疏密, 保留模型局部特征. Li等人[8] 提出

考虑纹理的边缘折叠改进方法, 并提前计算模型边界

以保留模型基本拓扑结构. Mao 等人[9] 利用平均二次

误差代替累积误差作为折叠代价. Tang等人[10] 引入高

斯曲率作为简化因子, 以此保留网格细节特征.
综上所述, QEM算法的改进方向多是通过优化误

差度量来保持三维网格模型特征, 没有重点解决简化

后模型的三角面异常问题. 基于此, 本文提出一种结合

边分割的网格简化算法. 实验表明, 该算法简化后的模

型视觉效果更好, 高简化率下的模型精度更高. 

1   QEM网格简化算法

QEM 算法实际上是一种基于边折叠的网格简化

算法. 算法通过顶点对的迭代收缩来简化三维模型, 即
选择合适的边进行折叠, 而边折叠顺序依赖于误差. 

1.1   边折叠操作

边折叠是一种基于网格边代价的迭代收缩算法.
该算法具有可逆性且折叠代价的计算和更新仅依靠局

部信息, 使得算法效率较高.
边折叠操作前提是计算三角网格边的折叠代价,

每次操作取出队列最顶端的边 (即折叠代价最小的边),
进行边折叠操作[11]. 如图 1所示, 边 v1v2 为选中的折叠

代价最小的边.
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(a) 边折叠前 (b) 边折叠后 
图 1    边折叠示意图

 

根据边 v1v2 的两个端点 v1、v2 和局部信息计算出

误差最小的新顶点 v0 的位置. 删除顶点 v1、v2 及两点

所在三角网格 v1v2v3 和 v1v2v6, 删除相应的边 v1v3 、
v2v3、v1v6、v2v6. 添加新顶点 v0 和新生成的边 v0 v3、

v0 v6, 更新顶点 v0 的局部顶点信息、边信息的拓扑结

构. 重复上述步骤, 直至三角网格数量达到要求. 

1.2   QEM 算法

QEM 算法中的顶点对迭代收缩是边折叠的扩展,
顶点对的折叠代价即为边折叠代价. Garland等人[4] 将

顶点误差定义为点到点所在平面集距离的二次方和,
并用二次矩阵保留当前模型的每个顶点近似误差.

故预先对网格中的每一个顶点定义一个 4×4的误

差矩阵 Q, 则顶点 v=[vx vy vz 1]
T 的误差形式确定为其

二次项 (v)=vTQv. 将空间中的每个顶点与其所在平面

相关联, 定义误差为点与平面集距离的二次方和, 如式

(1)所示:

△ (v) =△
([

vx vy vz 1
]T)
=
∑

p∈planes(v)

(
pT v
)2

(1)

其中, planes(v)是包含顶点 v 的所有三角平面集; p=[a
b c d]T 表示由方程 ax+by+cz+d=0 所定义的平面, 且
a2+b2+c2=1. 由式 (1)中的误差度量可重写为二次形式:

∆ (v) =
∑

p∈planes(v)

(
vT p
) (

pT v
)

=
∑

p∈planes(v)

vT
(
ppT
)
v

= vT

 ∑
p∈planes(v)

K p

v (2)

其中, Kp 表示平面 p 的基本二次误差矩阵, 如式 (3)
所示:

Kp = ppT =


a2 ab ac ad
ab b2 bc bd
ac bc c2 cd
ad bd cd d2

 (3)

通过 Kp 计算空间中任意顶点到该三角面的距离

平方, 则顶点的二次误差矩阵 Q 可表示为:

Q(v) =
∑

p∈planes(v)
Kp (4)

(v1 v2)→ v v对于给定的顶点收缩对 , 则 的二次误

差矩阵和误差公式分别如式 (5)和式 (6)所示:

Qv = Qv1 +Qv2 =


q11 q12 q13 q14
q21 q22 q23 q24
q31 q32 q33 q34
q41 q42 q43 q44

 (5)

∆ (v) = vT
(
Qv1 +Qv2

)
v (6)
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v

Qv v

通过计算 误差的局部最小值得到新顶点的最佳

位置, 当 可逆时, 计算新顶点 最佳位置的公式如下

所示:

v =


q11 q12 q13 q14
q21 q22 q23 q24
q31 q32 q33 q34
0 0 0 1


−1 

0
0
0
1

 (7)

Qv

v

当 不可逆时, 选择 v1、v2 或 (v1+v2)/2作为新顶

点 . 新顶点的误差作为对应边的折叠代价, 算法依次

选取最小代价的边进行折叠, 直至无可折叠的边.

v v

综上 ,  QEM 算法边折叠代价实则为顶点对 (v1
v2)收缩后产生的新顶点 的近似误差,  近似误差的取

决于 v1、v2 的近似误差, 即点到与其相关的三角面距

离的平方和. 这种仅依靠距离度量作为近似误差的简

化算法会使简化后的模型过于均匀, 难以保留局部特

征, 不适合高精度、高细节模型的简化需求. 此外, 顶
点对的迭代收缩在消除一些三角面的同时会使新顶点

所在三角形的边长拉长, 容易产生细长三角面, 导致简

化效果差. 因此, 根据上述分析将对 QEM 算法进行改

进, 改进后的 ESQEM算法能较好解决 QEM算法所存

在的问题. 

2   改进 QEM网格简化算法

针对原始 QEM 网格简化算法所存在的问题引入

高斯曲率算子和边缘分割操作, 提出结合边分割的二

次误差测度 (ESQEM)算法.

首先, 只考虑距离度量的 QEM算法会使简化后的

网格和顶点均匀分布, 不利于边缘特征保留. 因此将能

反应顶点尖锐度的顶点高斯曲率加入二次误差度量中,

并提取和保留网格模型边界点, 以此维护高曲率区域

特征和几何结构. 其次, 在简化过程中添加边长查询机

制, 根据网格模型平均边长设置目标长度、边中点作

为分割点, 对异常三角形进行边分割操作, 以此消除不

规则的边. 

2.1   添加高斯曲率算子

高斯曲率反应了曲面局部弯曲程度, 三角网格上

某点的高斯曲率反应该点的尖锐程度, 因而不均匀区

域和特征边缘的高斯曲率较大. 本文采用 Kim 等人[12]

提出的方法来计算网格中内顶点和边界顶点的高斯曲

率, 顶点高斯曲率与其相连的角度和面积有关, 如图 2.

f6f1

f2

f3 f4

f5θ5

θ6θ1θ2

θ3

f3 f2

f1f4 θ3 θ2 θ1θ4

θ4

(a) 内顶点 (b) 边界顶点 
图 2    顶点高斯曲率

 

图 2 中 θi 是三角形 fi 的内角, 三角形面积用 Si 表

示, n 表示与顶点 v 相连的三角形个数. 则三角网格中

内顶点和边界顶点的高斯曲率计算公式如式 (8)、式

(9)所示:

K(v)=

2π−
n∑

i=1

θi

1
3

n∑
i=1

S i

(8)

K(v)=

π−
n∑

i=1

θi

1
3

n∑
i=1

S i

(9)

若边 e 由顶点 v1 和顶点 v2 组成, 而边的高斯曲率

与边上的顶点相关[13], 则 e 的高斯曲率可通过式 (10)
计算:

K (e) = |K (v1)| ×ω1+ |K (v2)| ×ω2 (10)

其中, K(v1)和 K(v2)分别代表边 e 两个端点 v1 和 v2 的
高斯曲率, 且权重 ωi 可通过式 (11)计算:

ωi =

n∑
i=1

si (vi)

n∑
i=1

si (v1)+
n∑

i=1

si (v2)

(11)

在 QEM算法中, 选择最小的边代价进行边缘折叠

操作, 以获得最佳近似结果. 当在边折叠代价中加入高

斯曲率算子后, 便能有效规避具有显著特征的边被折

叠. 将二次误差和高斯曲率结合, 获得新的边塌陷成本,
如式 (12)所示:

Cost (e) = K (e)×ω+Q (e) (12)

其中, 权重 ω 用来平衡高斯曲率 K(e)和二次误差 Q(e),
且 ω 可通过式 (13)计算:
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w =
a×Qavg

Kavg
(13)

其中, Qavg 和 Kavg 分别是所有边的平均二次误差和平

均高斯曲率, 而参数 a 用于调整 K(e)和 Q(e)的数量级

关系, 通常将高斯曲率设为比二次误差小两个数量级. 

2.2   边分割策略

边分割是三角剖分的一种经典操作. 实质是将离

散的点集连接成一定大小的三角形, 而 Delaunay 三角

剖分的应用最为广泛. Dyer等人[14] 定义非 Delaunay边
为两个对角之和大于 π 的边, 并通过递归分割非Delaunay
边将任意一个流形三角网格转化为 Delaunay 网格;
Liu等人[15] 考虑到非 Delaunay边的蝴蝶形区域提出了

一种计算最优分割点的方法 .  张顺岚等人 [ 1 6 ] 利用

Delaunay三角形剖分技术实现了战场仿真模型的局部

三角化. 若对已知三维网格中进行边分割操作需要确

定要分割的边及分割点的位置.
因此, 为了消除由 QEM 算法产生的狭长三角面,

提出一种基于网格边长的边分割方法. 该方法对简化

后网格的边进行遍历以获取边长信息, 根据网格平均

边长求出目标长度, 并将目标边的中点作为分割点进

行边缘分割操作, 边分割流程如图 3所示.
 

开始

输入网格模型

遍历网格中的每条边

是

当前边是否为
最后一条边？

是

结束

获取当前边所在三角
面的顶点坐标

否

否

保存网格信息

输出网格模型

计算网格平均边长 AvgLength,

设置参数 TargetLength

EdgeLength >

TargetLength?

计算当前边的中点坐标,以中点
作为分割点 vertex_split

删除旧三角面并通过
vertex_split 添加新的三角面

 
图 3    基于网格边长的边分割流程图

 

Step 1. 读取三维网格模型;
Step 2. 计算网格平均边长 AvgLength, 令目标长

度 TargetLength 为 b 倍 AvgLength. 其中, 倍数 b 可根

据实际模型做适当调整;
Step 3. 遍历网格中的每条边, 获取每条边的长度

EdgeLength;
Step 4. 判断边长是否大于目标长度, 若 EdgeLength

大于 TargetLength, 进入 Step 5, 否则跳至 Step 8;
Step 5. 计算当前边的中点位置, 设中点为分割点

vertex_split;
Step 6. 获取当前边所在三角面的顶点坐标 v[0]、

v[1]、v[2]、v[3];
Step 7. 删除以点 v[0]、v[1]、v[2] 和 v[0]、v[2]、

v [3] 组成的 2 个旧三角面 ,  添加由点 v [0]、v [1]、
vertex_split, 点 v[1]、v[2]、vertex_split, 点 v[2]、
v[3]、vertex_split和点 v[3]、v[0]、vertex_split组成的

4个新三角面;
Step 8. 判断当前边是否为最后一条边, 如果是则

进入 Step 9, 否则跳至 Step 3;
Step 9. 保存边分割后的网格信息;
Step 10. 输出模型. 

2.3   算法描述

综上所述, 改进的二次误差测度算法描述如算法 1.

算法 1. ESQEM算法

1) 读取网格文件, 获取原始三维网格信息.
2) 遍历网格中的每个顶点, 计算每个顶点的二次误差矩阵 Q.
3) 区分网格内顶点和边界顶点, 根据式 (8)和式 (9)计算内定点和边

界顶点的高斯曲率, 并根据式 (10)计算每条边的高斯曲率.
Qv Qv v

Qv v

4) 计算 并判断是否可逆. 如果 可逆, 求新顶点 的最佳位置, 设
置参数 ω, 根据式 (12)计算当前边的最小代价并插入最小堆中; 如果

不可逆, 分别把 v1、v2 和 (v1+v2)/2作为新顶点 计算边折叠代价,
找出 3种情况的最小边代价, 插入最小堆中.

v

v

5) 边折叠操作. 从堆顶删除代价最小的边, 添加新顶点 合并最小代价

边的两个端点, 更新 及近邻边的误差矩阵和高斯曲率, 并返回步骤 4).
6) 边分割操作. 遍历网格的每条边, 当 EdgeLength大于 TargetLength
时, 删除两个旧的三角面, 同时根据顶点和中点位置添加 4个新的三

角面; 当 EdgeLength小于 TargetLength时, 继续判断下一条边, 直至

循环结束.
7) 保存简化后的网格模型.

算法 1不但可以通过参数 ω 调整网格特征保留情

况, 还能通过边长判断异常三角面. TargetLength 通常

为 AvgLength 的 4/3 倍, 也可以根据原始网格模型调

整最佳 TargetLength值, 使简化后的三角面更均匀. 

3   实验分析

实验分别采用 QEM 算法和 ESQEM 算法对 Cow
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模型和 Dinosaur 模型进行简化, 通过对比两种算法的

简化效果及简化前后的 Hausdorff距离来验证 ESQEM
算法在维持模型边缘、避免异常三角面和保留局部特

征方面比原始算法更有效. 

3.1   简化效果对比

ESQEM 算法是基于 VS 2019 开发平台在 QEM
算法源码基础上进行改进的. 为增加可信度, 实验所测

试机相同 (Intel(R) Core(TM) i5-8265U CPU 1.60 GHz,
RAM 8 GB), 输入数据相同, 控制参数相同, 且未对改

进算法做任何加速处理. 为保证在相同简化率的情况

下进行比较, 参数 ω 允许的最大误差不超过 0.01个精

度, 参数 b 为固定值. 简化后模型以白模和网格两种形

式进行整体和局部对比展示, 随着简化率增高, 网格模

型信息不断变动, 表 1为实验过程中的网格数据.
 

表 1     实验模型数据基本信息
 

数据名称 简化前点面数 (个) 简化方法 简化率 (%) 简化后点面数 (个) 实验结果图

Cow V’:2904 F’:5804

ESQEM 58.03 V’:1220 F’:2436 图5 (a)

QEM 58.03 V’:1220 F’:2436 图6 (a)

ESQEM
QEM

ESQEM
QEM

ESQEM
QEM

73.23
73.23
82.77
82.77
92.69
92.69

V’:779 F’:1554
V’:779 F’:1554
V’:502 F’:1000
V’:502 F’:1000
V’:214 F’:424
V’:214 F’:424

图5 (b)
图6 (b)
图5 (c)
图6 (c)
图5 (d)
图6 (d)

Dinosaur V’:7026 F’:14 048

ESQEM
QEM

ESQEM
QEM

ESQEM
QEM

ESQEM
QEM

58.09
58.09
83.02
83.02
89.28
89.28
93.10
93.10

V’:2946 F’:5888
V’:2946 F’:5888
V’:1195 F’:2386
V’:1195 F’:2386
V’:755 F’:1506
V’:755 F’:1506
V’:487 F’:970
V’:487 F’:970

图10 (a)
图11 (a)
图10 (b)
图11 (b)
图10 (c)
图11 (c)
图10 (d)
图11 (d)

 
 

Cow 的原始模型如图 4 所示 .  采用两种算法对

Cow 模型进行简化, 结果见图 5 和图 6. 由图 4 可知,
简化后的模型边缘始终保持完整, 从图 5(a) 到图 5(c)
简化率由 58.03% 升到 82.77%, 此过程中模型逐渐变

得棱角分明, 却并无异常面和异常拓扑产生. 当简化率

超过 90%时, 图 5(d)中牛的脚部和面部特征出现模糊,
但曲率更高的牛角处仍然清晰可见, 且未产生细长三

角面 .  对比图 6(d) ,  当使用 QEM 算法简化率超过

90%时, 牛的脚部及面部特征退化, 而牛角的上半部分

直接消失, 此外还产生了多个细长三角面. 而图 6(c)
中, 虽然边缘特征仍在, 但出现孔洞及异常三角面.
 

 
图 4    Cow原始模型

为了更清晰的观察两种算法的简化效果, 将 Cow
模型的局部位置进行放大比较 .  如图 7、图 8 所示 ,
图 7(a) 和图 7(b) 为 Cow 模型在简化率为 58.03%
时的背部对比图, 图 8(a)和图 8(b)为 Cow模型在简化

率为 92.69% 时的头部对比图 .  可以看出 ,  ESQEM
算法能消除异常三角面和保留高曲率特征.

Dinosaur的原始模型如图 9所示. 图 10为 ESQEM
算法对 Dinosaur模型的简化效果图, 图 10(a)到图 10(c)
的简化率从 58.09% 到 89.28%, 在此过程中模型外表

逐渐锋利, 但几何结构与局部特征依旧清晰可辨. 而当

简化率超过 90% 时, 从图 10(d) 可以看出模型面部、

手部等轮廓依旧清晰, 且三角面和拓扑也并无异常. 图 11
为 QEM算法对 Dinosaur模型的简化效果图, 从图 11(a)
到图 11(d)的模型轮廓无显著变化, 但在简化过程中产

生了细长三角面. 并且当简化率超过 90%时, 由图 11(d)
明显看到, 模型部分手部特征消失, 恐龙的爪子由 3个
退化成 2个.

为了更清晰的对比两种算法的不同效果 ,  将
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Dinosaur模型的局部位置进行放大比较. 图 12和图 13
是简化率为 93.10%时, Dinosaur模型的背部和手部对

比图, 从红圈标注的位置可以看出, ESQEM 算法不仅

能更多地保留模型局部特征, 还能将较大的三角面进

行分割.
 

(a) 简化率 58.03% (b) 简化率 73.23%

(c) 简化率 82.77% (d) 简化率 92.69% 
图 5    Cow模型 ESQEM算法简化结果

 

(a) 简化率 58.03% (b) 简化率 73.23%

(c) 简化率 82.77% (d) 简化率 92.69% 
图 6    Cow模型 QEM算法简化结果

  

3.2   Hausdorff 距离对比

Hausdorff距离是用来测量欧氏空间中两个点集之

间距离的一种量度. 在三维网格模型简化过程中, 通常

使用 Hausdorff 距离来比较简化前和简化后模型的相

似程度, Hausdorff距离越小, 则简化前后的模型就越相

似, 精度就越高, 反之, 简化模型的精度就越低. 因此,
在使用两种不同算法的情况下, 计算简化前后模型的

Hausdorff 距离, 能有效对比 ESQEM 算法和 QEM 算

法简化后的模型精度. 图 14 和图 15 为两种算法简化

Cow 模型和 Dinosaur 模型的 Hausdorff 距离值. 其中,
横坐标代表模型简化率, 纵坐标代表 Hausdorff距离.
 

(a) ESQEM 算法 (b) QEM 算法 
图 7    Cow模型背部对比图

 

(a) ESQEM 算法 (b) QEM 算法 
图 8    Cow模型头部对比图

 

 
图 9    Dinosaur原始模型

 

由图 14可知, 当简化率低于 75%时, 使用 ESQEM
算法得到的模型精度整体略低于 QEM算法.尤其当简

化率在 35%–75% 时, Hausdorff 距离相差较大. 然而,
当到简化率超过 75% 时, ESQEM 算法的精度开始高

于 QEM算法, 且简化率越大, 精度越高.
图 15 反映了相似的情况, 前期简化率较低时, 两

种算法的 Hausdorff 距离值相差不大. 简化率在 50%
左右时, 使用 ESQEM算法所得的 Hausdorff距离值出

现波动, 模型精度不够稳定. 当简化率超过 70% 时, 使
用 ESQEM算法所得模型精度开始高于 QEM算法. 综
上所述, ESQEM 算法更适合高简化率的简化需求, 模
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型所需面数越少, ESQEM 算法较 QEM算法的优势就

越大.
 

(a) 简化率 58.09% (b) 简化率 83.02% 

(c) 简化率 89.28% (d) 简化率 93.10%
 

图 10    Dinosaur模型 ESQEM算法简化结果
 

(a) 简化率 58.09% (b) 简化率 83.02%

(c) 简化率 89.28% (d) 简化率 93.10% 
图 11    Dinosaur模型 QEM算法简化结果

 

(a)  ESQEM 算法 (b) QEM 算法 
图 12    Dinosaur模型背部对比图

(a) ESQEM 算法 (b) QEM 算法 
图 13    Dinosaur模型手部对比图
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图 14    Cow的 Hausdorff距离
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图 15    Dinosaur的 Hausdorff距离

  

4   结论与展望

针对 QEM 算法难以保留简化后模型的细节特

征、几何结构和容易产生异常三角面等缺点, 提出一

种结合边分割操作的改进算法 (ESQEM). 该算法加入

了高斯曲率算子和长边分割操作, 在维持几何结构的

基础上, 通过调整参数保留模型局部特征、优化异常

三角面. 实验证明 ESQEM 算法具有更好的简化效果,
能更多的保留模型细节、均匀三角面, 并在高简化率

的条件下, 简化后的模型精度比 QEM 算法更高. 在接

下来的研究中, 将会考虑重新计算边的分割点. 如第

3.2小节所示, 仅以边中点作为分割点无法在低简化率

条件下保证模型精度. 为了在简化过程中始终能得到

较高精度的模型, 后续会考虑引入边分割代价, 以保证
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新的分割点与原始模型相同位置的点最接近.
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