
 

 

耦合强度对量子绝热算法求解最大割的影响①
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摘　要: 本文分析基于量子绝热近似的不同顶点的最大割问题求解. 该算法将无向图的顶点等效为量子比特, 各个

顶点间的边等效为两个量子比特之间的耦合, 边的权重值等效为量子比特间的耦合强度. 采用 Python语言编写算

法程序, 模拟了 6–13 个顶点的完全无向图的最大割问题求解情况. 实验结果表明, 当完全无向图顶点个数取为 8,
12, 13, 同时耦合强度为 1.0时, 所求解最大割问题哈密顿量的期望值不收敛. 进一步调整模拟计算中量子比特间耦

合强度数值, 观察期望值变化. 实验发现, 对于顶点数为 12的完全无向图, 耦合强度取 0.95时, 其期望值获得收敛.
对于顶点数为 8和 13的完全无向图情形, 当耦合强度取 0.75时, 所计算得到的期望值随演化时间变化收敛. 由此

推测超过 13 个顶点的完全无向图在用量子绝热算法求解最大割问题时, 可将量子比特耦合强度归一化到 0.75 左

右, 使期望值有效收敛.
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Abstract: This study analyzes the solution to the max-cut problem of different vertices according to quantum adiabatic
approximation. In this algorithm, the vertices of an undirected graph are equivalent to qubits, the edge between vertices to
the coupling between two qubits, and the weight value of an edge to the coupling strength. The algorithm is written in the
Python programming language, and the solution to the max-cut problem of a completely undirected graph with 6–13
vertices is simulated. Experimental results demonstrate that when the completely undirected graph has 8, 12, and 13
vertices and coupling strength is 1.0, the expected value of Hamiltonian in the max-cut problem does not converge. Then
the coupling strength between qubits is adjusted to observe the changes in the expected value. Experiments reveal that for
a completely undirected graph with 12 vertices, the expected value converges when coupling strength is 0.95. For
completely undirected graphs with 8 and 13 vertices, it converges with time when coupling strength is 0.75. Accordingly,
it is inferred that the coupling strength between qubits can be normalized to about 0.75 when the quantum adiabatic
algorithm is used to solve the max-cut problem for a completely undirected graph with more than 13 vertices, so that the
expected value can eventually converge.
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1   概述

最大割问题 (max-cut problem)是指对给定的无向

加权图求解出一个最大分割, 使得顶点集的互补子集

I 与 R 之间所有割边的权值之和最大. 作为图论问题中

典型的组合优化问题, 最大割问题被广泛应用于图像

处理、网络优化, 超大规模集成电路等诸多工程中,
研究最大割问题的有效求解算法具有十分重要的应用

价值[1]. 在文献 [2,3] 中, Khot 和 Ageev 证明了最大割

问题是 NP-Hard问题. 从理论上看, 最大割问题不存在

多项式时间的精确算法. 因此发展出许多以损失精度

为代价提高计算效率的启发式算法[4], 如模拟退火算

法, 蚁群算法, 人工神经网络等. 基于量子效应的量子

计算是以量子比特作为信息编码和存储的基本单元.
Deutsch 等人提出在计算方面量子计算的性能要优于

电子计算[5], 选用合适的量子算法可使经典计算机中某

些 NP问题指数级加速[6]. 根据量子绝热模型设计的量

子绝热算法以绝热定理为基础 ,  可对如同最大割问

题、旅行商问题的布尔可满足性问题 (Sat 问题) 进行

求解[7]. 量子绝热算法核心是构造一个量子绝热系统,
控制系统哈密顿量从初始哈密顿量演化到目标哈密顿

量, 通过求解目标哈密顿量的基态间接获得待求解问

题的近似解[8].
文献 [9]中利用 Project Q编程包初步实现了量子

绝热算法对最大割问题的求解程序, 并通过计算顶点

数为 3和 6的无向图的最大割问题验证了算法的可行

性. 但实验研究的对象为规模较小的最大割问题, 且并

未考虑无向图中边的权值对于量子绝热算法的影响.
本文基于文献 [9] 的工作, 加入量子比特间耦合强度

(即无向图中边的权值), 通过分析规模较大的最大割问

题的求解情况, 研究量子比特间耦合强度对于量子绝

热算法求解最大割问题的影响, 并且对算法改进提出

一种新思路. 由于量子绝热算法演化过程需保证系统

的态始终为基态, 因此需要分析最大割问题哈密顿量

的期望值在演化过程中的变化情况. 利用程序绘制在

演化过程中期望值变化曲线. 本文测试量子绝热算法

求解 6–13 个顶点完全无向图的最大割问题时期望值

的变化情况. 对于顶点数为 8、12和 13的完全无向图

的最大割问题, 当耦合强度全部为 1时, 量子绝热算法

的期望值变化情况不符合要求. 因此调整耦合强度, 分
析量子绝热算法求解最大割问题时期望值收敛对应的

耦合强度范围. 由此拓展到量子绝热算法求解一般情

形下 8、12和 13个顶点的最大割问题时的改进方法. 

2   基于量子绝热算法的最大割问题求解程序 

2.1   最大割问题

最大割问题如图 1(a) 所示. 待求解的无向图有 a、
b、c、d、e 共 5 个顶点, 每条边上的数字为边的权重

值, 如顶点 d和 e之间边的权重为 20. 现要求将 5个顶

点分为两个互补子集 I 和 R, 使得两个子集间所有边的

权重之和最大. 图 1(b) 为该待求解无向图对应的最优

解, 5个顶点分为 I={b, e}和 R={a, c, d}两个子集. 红色

虚线表示切割线, 黑色虚线表示两个顶点子集之间的

边, 即切割边. 该最优解的切割边包含 (a,b), (a,e), (b,c),
(b,d), (c,e), (d,e), 对应权重值总和为 2+6+8+5+4+20=45.
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图 1    最大割问题及完全无向图示意图

 

对于求解最大割问题, 任何无向图都可以转化为

完全无向图, 只需将不存在的边的权重值设为零, 使该

边对最大割问题的求解没有影响. 如图 1(c), 左侧为原

图, 右侧为对应的完全图黑色虚线为添加边, 权值为 0,
红色虚线为切割线, 更改前后最优解不变. 因此本文实

验主要研究对象为完全无向图. 

2.2   程序求解步骤

下文以 3 个顶点无向图为例, 如图 2(a), 说明程序

求解步骤.
(1)输入待求解的完全无向图;
(2)根据无向图构造最大割问题哈密顿量 Hm, n;
(3)根据量子绝热模型构造初始哈密顿量 Hi,n;
(4)结合演化路径, 构造系统哈密顿量 Hs,n;
(5) 实现系统哈密顿量按量子算法线路演化, 求得

计 算 机 系 统 应 用 http://www.c-s-a.org.cn 2021 年 第 30 卷 第 4 期

126 软件技术•算法 Software Technique•Algorithm

http://www.c-s-a.org.cn


最大割问题哈密顿量的基态|ξ(1)>, 即近似解;
(6)记录每一时刻系统哈密顿量的基态|ξ(τ)>, 绘制

演化过程中期望值<ξ(τ)|Hm, n|ξ(τ)>的变化曲线, 判断是

否随演化时间下降并收敛. 若不是则需调整参数重新

计算. 

2.3   构造量子绝热系统

量子绝热算法的核心是构建一个量子绝热系统,
对应程序求解第 (2)、(3)、(4)、(5)步.

第 (2) 步根据待求解无向图的边构造最大割问题

哈密顿量. 定义量子绝热近似求解 n 个顶点的完全无

向图最大割问题的任意一个解为|α>=|α0>|α1>…|αn–1>,
其中[8,10],

|αi⟩ =
{
|0⟩,αi ∈ I
|1⟩,αi ∈ R (1)

则图 2(a)对应的最优解为|0>|1>|1>.
以|α>作为基态构造最大割问题哈密顿量为[9]:

Hm,n = 0.5
∑
ei, j

wi, j
(
σ(i)

z ⊗σ( j)
z − I2n×2n

)
(2)

σz =

[
1 0
0 −1

]
σ(i)

z ⊗σ( j)
z

其中, n 为待求解无向图的顶点数, ei,j 表示完全无向图

中的以顶点 i 和 j 为端点的边 (i, j), wi,j 为边 (i, j) 对应

的权重值 ,  对应量子比特间的耦合强度 ,  泡利矩阵

, 上标 (i)表示对量子逻辑线路中第 i 位

量子比特进行操作.  表示对于完全无向图中每

一条边 (i, j), 在量子算法线路中分别对第 i 和 j 位量子

比特增加一次泡利矩阵 σz 门操作, 对其他位置的量子

比特分别增加一次单位矩阵 I 门操作. 则图 2(a) 对应

的最大割问题哈密顿量为:

Hm,3 =0.5∗
[
3∗
(
σ(0)

z ⊗σ(1)
z ⊗ I− I8×8

)
+1∗

(
I⊗σ(1)

z ⊗σ(2)
z − I8×8

)
+2∗
(
σ(0)

z ⊗ I⊗σ(1)
z − I8×8

)]
(3)

第 (2)步根据量子绝热模型构造初始哈密顿量[9,11],
定义:

Hi,n = 0.5n(I−σx)⊗ · · ·⊗ (I−σx)︸                       ︷︷                       ︸
n个

(4)

σx =[
0 1
1 0

]其中 ,  n 为待求解无向图的顶点数 ,  泡利矩阵

, 分别对每一位量子比特进行一次 (I–σx)门操

作. 则图 2(a)对应的初始哈密顿量为:

Hi,3 = 0.53(I−σx)⊗ (I−σx)⊗ (I−σx) (5)

|+⟩⊗ · · · ⊗ |+⟩︸          ︷︷          ︸
n个

根据量子绝热模型, 初始哈密顿量的基态应是简

单且容易构造的. 经计算 H i ,n 的基态为 ,

其中 | +>= ( | 0>+ |1> ) /√2 .  在量子算法线路中可将

Hadamard 量子逻辑门作用在|0>态上制得|+>. 因此该

初始哈密顿量符合要求.
第 (4)步结合上述两步, 构造系统哈密顿量[12]:

Hs,n(t) = p(t)Hi,n+q(t)Hm,n (6)

其中, 演化时间 t 的取值范围是 [0, T], 演化路径 p(t)
和 q(t)满足边缘条件:

p(0) = q(T ) = 1, p(T ) = q(0) = 0 (7)

将式 (7)代入式 (6)有:
Hs,n(t = 0) = 1 ·Hi,n+0 ·Hm,n
Hs,n(t = T ) = 0 ·Hi,n+1 ·Hm,n

(8)

边缘条件保证了系统哈密顿量 Hs,n 从初始哈密顿

量 Hi,n 演化到最大割问题哈密顿量 Hm,n, 使得系统的

态|ξ>从 Hi,n 的基态演化到 Hm,n 的基态. 为了方便计算,
实验中采用线性路径, 设为:

p(t) = 1− t
T
,q(t) =

t
T

(9)

令 τ=t/T, Δτ=1/T, 可知 τ 的取值范围是 [0,1]. 由式

(6)和式 (9)可得系统哈密顿量为[11,13]:
Hs,n(τ) = (1−τ)Hi,n+τHm,n (10)

则图 2(a)对应的系统哈密顿量为:
Hs,3(τ) = (1−τ)Hi,3+τHm,3 (11)

第 (5)步根据量子绝热模型设置量子算法线路:

Ui(τ) = e−iHi,n(1−τ),Um(τ) = e−iHm,nτ (12)

对于图 2(a), 程序在第 i 个 Δτ 时刻对所有量子比

特进行一次 Um(i*Δτ) 和 Ui(i*Δτ) 运算[14], 使得系统哈

密顿量 Hs,3(式 (11)) 从初始哈密顿量 Hi,3(式 (5)) 向最

大割问题哈密顿量 Hm,3(式 (3)) 演化. 并在每一时刻纪

录各个量子比特的状态 | ξ ( τ )> ,  最终输出 | ξ ( 1 )>=
|0>|1>|1>即为算法所求近似解. 
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2.4   检验演化

基于量子绝热算法的最大割求解算法是以牺牲精

确度为代价换取计算效率, 属于启发式算法. 量子绝热

算法需要保证系统在绝热条件下演化, 程序根据量子

绝热算法模拟绝热条件, 演化过程中系统的最低能级

对应求解问题的最优解. 当系统哈密顿量的期望值随

演化时间逐渐减小并收敛于某值, 此时的系统量子态

对应于该问题的最优解, 收敛值对应于该问题的最大

割值. 在系统哈密顿量演化过程中, 程序第 (5) 步中在

每一个 Δτ 时刻执行完量子操作后, 纪录当前所有量子

比特的状态, 即每一时刻系统哈密顿量的基态|ξ(τ)>. 结
合最大割问题哈密顿量 Hm, n, 计算并绘制最大割问题

哈密顿量的期望值[15]<ξ(τ)|Hm, n|ξ(τ)>的变化曲线, 如
图 2(b). 根据量子绝热模型, 当期望值随演化时间 τ 减
小并收敛, 则所得近似解即为最优解. 

3   期望值变化曲线分析 

3.1   程序对不同顶点数的完全无向图的求解情况

本文测试了顶点数为 6–13 的完全无向图最大割

求解, 最大割问题哈密顿量的期望值变化曲线如图 3
所示. 量子比特间耦合强度 wi ,j 全部设置为 1, Δτ 取
0.01. 由于完全无向图中顶点数目不同, 导致量子比特

数不同, Hm, n 和|ξ(τ)>的值也不同, 因此不同顶点无向

图对应的期望值在任一时刻都不同.
由图 3可知, 顶点数为 6、7、9、10和 11的完全

无向图,最大割问题哈密顿量的期望值随演化时间 τ 逐
步减小并收敛于最小值, 算法所求解即为最优解. 对于

8 个顶点完全无向图, 如图 3(c) 所示, 期望值在演化时

间 τ 取 [0, 0.5] 时从初始值减小到最小值. 在演化时间

τ=0.5 附近开始增大, 并在 τ=0.6 附近到达极大值. 在
0.6<τ<1范围内, 期望值在一个大于初始值的区间内振

荡. 由图 3(g) 和图 3(h) 可知, 顶点数为 12 和 13 的完

全无向图对应的期望值在 0<τ<0.2区间内逐步减小. 期
望值在 0.2<τ<0.6内先增大再减小后继续增大, 其中当

演化时间 τ=0.4 左右, 期望值达到极大值, 当演化时间

τ=0.5 附近, 期望值为极小值. 从演化时间 τ=0.6 开始,
期望值分别在–32.3和–37附近小幅度波动.

结果表明, 当顶点数较多时期望值出现不收敛的

情况, 并且收敛效果越来越差. 因此需要调整实验参数,
使得顶点数为 8,12 和 13 的完全无向图对应的期望值

曲线随演化时间逐步下降直至收敛.
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图 3    不同顶点数的期望值变化

  

3.2   耦合强度对量子绝热近似求解最大割的影响

在量子绝热算法为数不多的参数中, 有一个相对

重要的参数——量子比特间耦合强度. 耦合强度代表

了彼此有关联的量子比特相互作用的强度. 两个量子

比特间相互作用越强, 这两个量子比特越容易互相影

响. 在绝热演化过程中, 系统能量的变化易受量子比特

间相互作用影响, 从而影响量子绝热算法的准确率. 在
求解最大割问题时, 算法中每一个量子比特对应无向

图中唯一一个顶点, 因此两个量子比特间耦合强度对

应了无向图中以这两个量子比特对应顶点为端点的边

的权重值. 权重值越大, 耦合强度越大, 量子比特间的

相互影响越强. 由于耦合强度的存在, 导致了在演化过

程中系统的态受到耦合强度的影响从而偏离最低能量

变化路径. 并且当最大割问题规模增加时, 量子比特数

相应增加, 与任一量子比特互相耦合的量子比特数也

增加, 该量子比特在演化过程中更加容易受到影响, 从
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而导致演化过程中系统的能量受到影响. 因此需要研

究耦合强度对于量子绝热算法求解最大割问题的影响,
从而使得量子绝热算法在求解最大割问题时稍加改进.

根据 3.1节所得的实验结果, 采用量子绝热算法求

解最大割问题时, 当顶点数目增加时, 量子比特的数目增

加, 量子比特间的相互作用情况更为复杂, 其计算最优

解将会更加困难. 因此尝试耦合强度 wi,j 在 0.7到 1之
间变化, 每隔 0.05取值, 分析耦合强度对于所求解完全

无向图期望值的影响. 根据上述条件, 求解顶点数为 8,
12, 13的完全无向图的最大割问题, 变化情况如图 3所示.

由图 4(a)给出了不同耦合强度下 8个顶点的完全

无向图的求解情况. 在演化时间小于 0.5 时, 量子比特

间的耦合强度对期望值变化没有明显的影响. 当演化

时间在 0.5 到 1 之间时, 当耦合强度取 0.7, 0.75 和 0.8
时, 期望值始终处于下降趋势, 并最终收敛. 对于 12个
顶点的完全无向图, 不同耦合强度对期望值的影响如

图 4(b) 所示. 演化时间取 0 到 0.25 之间时, 期望值受

耦合强度的影响可忽略不计. 当演化时间大于 0.5 时,
相比于耦合强度的其他取值, 0.85和 0.9对应的期望值

曲线没有上升趋势, 且的收敛效果最好. 当顶点数增加

到 13时如图 4(c), 期望值在演化时间取 [0, 0.2]区间内

不受耦合强度的影响. 演化时间在 0.2 到 1 之间变化

时, 耦合强度取 0.95, 期望值走势最差, 而耦合强度为

0.7,0.75和 0.8对应的期望值曲线始终下降并收敛.
结合图 4 所示的数据结果, 当完全无向图的顶点

数为 8和 13时, 量子比特间的耦合强度取 0.7, 0.75和
0.8, 最大割问题哈密顿量的期望值变化趋势符合算法

要求. 而对于 12 个顶点的完全无向图, 耦合强度取

0.85 和 0.9 时, 期望值才能较好地收敛. 综合上述结果

分析, 耦合强度过高或者过低都会导致系统的态在演

化过程中偏离基态, 降低算法的准确度. 并且除顶点数

为 12的完全无向图, 耦合强度取 0.75时期望值变化效

果最好. 由此提出一种改进方案, 在量子绝热算法求解

最大割问题时, 为使期望值收敛得到最优解, 可将最大

割问题的量子比特间耦合强度按比例映射到相应区间,
例如将 12 个顶点的最大割问题的耦合强度按比例映

射到 0.85–0.9区间内, 顶点数为 8和 13对应的所有耦

合强度按比例映射到以 0.75为中值的区间内. 

3.3   普遍情况下的完全无向图求解情况

根据 3.2 节所得结论, 测试顶点数为 8、12、13,
且每一个量子比特间耦合强度均不同的完全无向图,
期望值变化曲线如图 5 所示. 由于耦合强度的变化导

致最大割问题哈密顿量变化, 因此耦合强度调整前后

期望值曲线的起始值也发生变化.
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图 4    不同耦合强度下期望值变化情况

 

构造一个 8 顶点的完全无向图 ,  其耦合强度为

1 到 28 依次加 1 的自然数列. 程序求解过程中期望值

变化情况如图 5(a)左图所示, 此时期望值在−200左右

波动, 不满足要求. 因此调整耦合强度, 将 8 个顶点无

向图的耦合强度映射为 0.735到 0.762依次加 0.001的
等差数列, 期望值变化情况如图 5(a)右图所示. 对于顶

底数为 12 的完全无向图, 构造耦合强度为 1 到 66 依
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次相差 1的序列, 对应的期望值如图 5(b)左图所示, 期
望值先增大后减小, 不符合要求. 根据 3.2 节得出的结

论, 将其耦合强度映射到区间 [0.842, 0.908], 调整后的

期望值变化如图 5(b)右图所示. 同理将 13个顶点对应

的耦合强度 (为 1 到 78 的等差数列, 期望值变化情况

如图 5(c) 左图所示) 映射到以 0.75 为中值的区间上,
期望值变化曲线如图 5(c) 右图所示. 对比可知调整前,
期望值都是先增大后减小且终值大于初值, 演化过程

中系统并未一直处于基态, 算法不能给出最优解. 调整

耦合强度以后, 期望值曲线明显处于下降趋势且最终

开始收敛, 满足量子绝热算法要求. 由于耦合强度是按

比例映射的, 对于最优解的选择没有影响, 因此调整后

算法给出的解即为调整前对应的最优解.
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图 5    耦合强度调整前后对比 

4   结束语

本文通过编程模拟量子绝热算法求解不同顶点的

完全无向图的最大割问题, 发现对于顶点数量较小的

完全图, 例如 3 到 7 个顶点的情形, 所得期望值收敛,
量子绝热算法可以表现出较好的求解精确度. 当顶点

数增加到 8、12和 13个时, 量子绝热算法所求解对应

的期望值不收敛. 随着完全无向图的顶点数目增加, 量
子比特间相互作用更加复杂, 造成期望值不收敛的原

因也有多种可能. 可以通过调整计算步长, 演化路径,
哈密顿量等参数, 尝试使期望值趋于收敛. 本文尝试调

节量子比特间耦合强度, 使多顶点的问题求解的期望

值随演化时间减小并收敛, 为量子绝热算法求解较多

顶点数的最大割问题提供了一个改进思路.
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