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摘　要: 针对传统神经网络的学习率由人为经验性设定, 存在学习率设置过大或过小, 容易导致无法收敛或收敛速

度慢的问题, 本文提出基于权值变化的自适应学习率改进方法, 改善传统神经网络学习率受人为经验因素影响的弊

端, 提高误差精度, 并结合正态分布模型与梯度上升法, 提高收敛速度. 本文以 BP神经网络为例, 对比固定学习率

的神经网络, 应用经典 XOR问题仿真验证, 结果表明本文的改进神经网络具有更快的收敛速度和更小的误差.

关键词: 神经网络; 自适应学习率; 正态分布模型; 梯度上升法; XOR问题

引用格式:  朱振国,田松禄.基于权值变化的 BP 神经网络自适应学习率改进研究.计算机系统应用,2018,27(7):205–210. http://www.c-s-
a.org.cn/1003-3254/6410.html

Improvement of Learning Rate of Feed Forward Neural Network Based on Weight Gradient
ZHU Zhen-Guo, TIAN Song-Lu
(College of Information Science and Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China)

Abstract: An adaptive learning rate improvement method, based on weight change, is proposed to improve the learning
rate of traditional neural network in this study. If the learning rate is too large or too small, neural network is too difficult
or too slow to converge. To offset this disadvantage, the study put forward a new learning rate, based on weight gradient,
to improve the convergence rate and improve the traditional neural network learning rate affected by the human
experienced factors, and combined with normal distribution and gradient rise method, to size up error accuracy and
convergence speed. Taking BP neural network as an example, comparing the fixed learning rate neural network, and
applying classical XOR problem simulation, we verify the proposed method. The results show that this improved neural
network has faster convergence speed and smaller error.
Key words: neural network; adaptive learning rate; normal distribution model; method of gradient increase; XOR issue

 

引言

BP 神经网络 (Back-Propagation Neural Network),

是由 Rumelhart和McCelland等科学家提出, 利用输入

信号前向传播、误差反馈信号反向传播和梯度下降的

原理, 并通过链式求导法则, 获取权值更新变化大小的

依据, 使权值可以按照一定的大小进行更新, 达到减小

误差、得到理想输出的一种算法. 常用于预测、回归

问题的判别, 是目前应用最为广泛的神经网络之一[1].

但传统 BP神经网络, 比如: 学习率为固定值, 学习

率设置偏大, 容易导致学习震荡甚至发散, 而无法收敛;

学习率设置偏小, 容易导致学习速率慢, 收敛过于缓慢;

对于这种由于学习率人为设定不合理的问题, 不能较

好地建立输入输出的非线性映射关系, 而导致 BP神经

网络难以推广应用[2].

针对 BP 神经网络学习率的人为设定不合理的问

题, 本文提出基于权值变化的自适应学习率模型, 改进
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了传统神经网络的固定学习率设置不合理的弊端; 并
将正态分布结合神经网络的误差函数, 加快收敛速度;
利用梯度上升法, 以保证正态分布的合理应用.

1   神经网络

WL
i j WL+1

i j

b j

f (·)

对于三层 BP 神经网络, 输入 X1、X2、X3…Xn, 输
出为 Y ,  隐含层输入权值为 ,  输出层权值为 ,

为阈值, L 为层数, ij 表示前层第 i 个的和后层第 j 个
神经元,  表示激活函数[3]. 隐层神经元净输入值为:

S =WL
i j×Xn+bL

j (1)

f (·)激活函数 采用 Sigmoid 函数, 激活后的值域为

(0, 1), 即:

f (S L
j ) = XL

i j =
1

1+ e−S L
j

(2)

f (·)的导数为:

f (S L
j )′ = f (S L

j )× (1− f (S L
j )) (3)

期望输出用 d 表示 ,  实际输出为 Y ;  误差函数

err 的表达式为[4]:

err =
∑
∥d−Y∥2 (4)

式 (4)可以看出, 存在理想极小值点 err=0, 但实际

很难达到该点, 通常是根据误差反向传播与梯度下降

法[5], 多次迭代更新权值, 使实际输出 Y 无限逼近期望

输出 d, 达到误差 err 逼近 0的目的[6–9].

2   正态分布模型和自适应学习率的 BP 神经

网络

2.1   正态分布模型

引入正态分布模型到 BP 神经网络中 ,  将误差

err 作为正态分布函数的自变量, 令正态分布模型的期

望 u 为 0, 正态分布函数值取得最大值, 误差 err 趋近

于 u, 如图 1.
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图 1    正态分布函数图

当期望 u=0时, 正态分布函数:

g =
1

δ×
√

2π
× e−( err

δ )2
(5)

网络训练目标是取得正态分布函数最大值, 目标

达成, 则网络误差为 0, 权值更新达到最佳状态.
本文借鉴用于取得局部最小值的梯度下降法 (要

求误差函数为凹函数) 思想, 反向推理, 采用梯度上升

法 (要求误差函数为凸函数)寻找正态分布的最大值.

以图 1和式 (5)为例, 解释梯度上升法能取得局部

最大值的原理:

en = err+g′×α (6)

err < 0,g′ > 0 en > err当 时,  ,

err > 0,g′ < 0 en < err当 时,  ,
err = 0,g′ = 0 en = err

α

当 时 ,   ; 此时 g 取得最大值 .
其中, en 为 err 更新后的误差值,  为学习率, 值域为

(0, 1).

2.2   自适应学习率模型

提出基于权值变化的自适应学习率定义为:

β(t) =
2

1+ e−|t|×10n −1 (7)

其中 t 是 BP神经网络的权值变化:

t =
∂err
∂WL

j

=
∂err
∂ f (S L

j )
×
∂ f (S L

j )

∂S L
j

×
∂S L

j

∂WL
j

(8)

β(t)函数曲线图为图 2.
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图 2    自适应学习率的曲线图

 

10n

图 2 中 n 为 β 的倾斜参数. 由式 (7)、式 (8) 及图

2 可以得出结论, 当训练接近理想时, 权值的变化 t 趋
于极小的值, 此时学习率 β 也是一个极小的值, 不利于

训练的进行, 于是用 扩大 t 的值, 调整 β 函数对 t 的
敏感程度.

err =
∑∥d−Y∥2BP 神经网路的误差函数 为二次函

数, 如图 3所示, 是一个一般二次函数及其导数的示意

图, 通过二次函数示意图解释本文提出的自适应学习
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β(t) =
2

1+ e−|t|×10n −1

t = k k = y/x

(x0,y0)

|k0| < |k1| |k0| < |k2| β(t) =
2

1+ e−|t|×10n −1

β0 β1 β2

β0 < β1 β0 < β2

β1 β0 β

β0

率的特性 .  本文提出基于权值变化的自适应学习为

, 其中 t 为权值的变化, 即误差曲

面函数的梯度, 也就是如图 3 中的二次函数切线方程

的斜率 k, 于是 ,  ; 图中三点切线斜率分别

为 k1, k2, k0, 从图中可以看到在点 处的导数

的绝对值 ,   ,  而学习率函数  

, 与 t 呈现正比例, 即与二次函数的斜率

k 呈现成比例, 则 k 对应的学习率分别为 ,  ,  , 于
是有 ,  ; 在误差函数曲线没有收敛到极小

值期间, 其权值变化为 k1(或者 k2), 在此期间, 随着训

练进行, k1 朝 k0 逼近, 于是 向 逼近, 即学习率 渐

变小, 在收敛的极小值点 (X0, Y0)时, 学习率减小到 ,
学习率达到最小值. 综上所述: 随着训练的进行, 权值

的变化率逐渐变小, 学习率也逐渐变小, 达到自适应的

目的.
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图 3    二次函数及其切线

 

对于现有固定学习率的神经网络, 学习率偏大, 容
易产生震荡; 学习率偏小, 收敛速度慢, 网络拟合效果

差, 不利于收敛; 本文提出的自适应学习率 β, 根据权值

变化自适应调整大小, 当权值变化大时, 此时学习率大;
当网络权值变化小, 学习率小 (如图 2); 在即将达到目

标输出时, 误差接近极小值点, 误差曲面的梯度变化小,
即此时权值变化 t 较小, 从而学习率较小, 更有利于得

到网络收敛, 对提高误差的精度, 具有显著的作用.
此外, 在每两个神经元之间, 其连接权值都有对应

的学习率; 训练过程中, 每两个神经元的连接权值时刻

在变化, 其对应的学习率也变化, 所以训练过程中, 产
生数以万计的学习率, 以匹配权值的变化, 适应网络更

新[10].
针对现有的几种典型自适应学习率, 与本文的自

适应学习率作对比:
1) 自适应全参数学习率 Adagrad[11–13]是使学习率

参数自适应变化, 把梯度的平方根作为学习率的分母,
训练前期梯度小, 则学习率大, 训练后期, 梯度叠加增

大, 学习率小; 由于累加的梯度平方根和越来越大, 学
习率会逐渐变小, 最终趋于无限小, 严重影响网络收敛

速度.
2) 牛顿法, 用 Hessian 矩阵替代学习率, 并结合梯

度下降法, 虽然可得最优解, 但要存储和计算 Hessian
矩阵, 增大计算复杂度[14,15].

3) 本文提出基于权值变化的自适应学习率, 利用

参数 10n 调整学习率对权值变化的敏感度, 以至于不存

在如 Adagrad 算法的学习率趋于无限小的弊端; 本文

的自适应学习率, 只需把权值更新过程中权值的导数

用于学习率中, 计算的复杂度远低于牛顿法[16,17].
2.3   权值更新

采用误差反向传播方式更新权值, 使误差 e 更快

的取得极小值.
由式 (3)~(式 6)、式 (8)得误差偏导为:

∂err
∂WL

j

= f (S L
j )×

(
1− f (S L

j )
)
× (d−Y)×Xn (9)

对于基于自适应学习率的网络权值更新, 依梯度

下降法得权值更新为:

WnL
j =WL

j −β× t (10)

正态分布模型的权值偏导为:

∂g
∂WL

j

=
∂g
∂err

× t (11)

由式 (7)、式 (9)、式 (11)可得:

∂g
∂WL

j

=
−1

δ×
√

2π
× e
−
(err
δ

)2

× err
δ2
× (d− y)

× f (S L
j )×

(
1− f (S L

j )
)
×Xn

(12)

式 (12) 可以看出, 网络训练后期, 误差 err 趋于极

小的值, 此时权值变化不明显, 收敛速度慢; 为提高收

敛速度, 提出解决方法为:

err = sgn(err)× e|err| (13)

利用式 (13) 左边的 err 代替原来的误差 err, 其中

sgn(err)为符号函数, 定义为:

sgn(err) =
{

1, err ≥ 0
−1, err < 0 (14)

对于正态分布模型, 依梯度上升法得权值更新:

WnL
j =WL

j +α× t (15)

其中 Wn 为 W 更新后的权值.
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对于传统模型, 依梯度下降法得权值更新为:

WnL
j =WL

j −α× t =WL
j −α×

∂err
∂WL

j

=WL
j −α×

∂err
∂ f (S L

j )
×
∂ f (S L

j )

∂S L
j

×
∂S L

j

∂WL
j

=WL
j −α× (d− y)× f (S L

j )×
(
1− f (S L

j )
)
× xn

(16)

正态分布模型与自适应学习率结合, 依梯度上升

法得权值更新为:

WnL
j =WL

j +β×
∂g
∂WL

j

(17)

结合式 (7)、式 (13)、式 (14)、式 (17) 得权值更

新为:

WnL
j =WL

j +

(
2

1+ e−|t|×10n −1
)
× 1
δ2
× −1

δ×
√

2π

×e−( err
δ )2 × sgn(err)× e|err|

× f (S L
j )× (d− y)×

(
1− f (S L

j )
)
×Xn

(18)

式 (18)为结合梯度上升、正态分布模型、自适应

学习率的权值更新方式 ,  与传统权值更新方式 (式

(16))相比, 改进后权值变化系数为:(
2

1+ e−|t|×10n −1
)
× sgn(err)× 1

δ3×
√

2π
× e|err|−( err

δ )2

(19)

δ2 = 2 e|err|−( err
δ )2
= e

1−(|err|−1)2
2令 , 则 .

0 ⩽ |err| ⩽ 1 |err|
e

1−(|err|−1)2
2 ∈ [1,e] WnL

j −WL
j

网络的参数经过归一化后 ,  训练过程满足 :

 , 可得在网络训练初期, 误差 较大, 则

较大, 权值更新 较大, 从而加

快网络收敛速度, 提高网络训练效率; 训练后期, 误差

变小, 该系数趋于 1, 对训练无明显影响.

3   实验验证

采用经典 XOR 问题 ,  验证改进 BP 网络 ;  标准

XOR问题与验证 XOR问题如表 1.
 

表 1     XOR问题
 

标准输入 X 标准输出 Y 验证输入 X 验证输出 Y
0 0 0 0.1 0.2

依据实验得出结果
0 1 1 0.15 0.9
1 0 1 1.1 0.01
1 1 0 0.88 1.03

先用标准 XOR问题对神经网络训练, 再用接近标

准 XOR输入对神经网络验证, 比较验证输出与标准输

出, 判断优劣.
3.1   带正态分布的固定学习率模型与传统模型对比

设定学习率: 0.5, 误差限默认: 0.000 001, 迭代次数

默认 10 000 次, 得基于正态分布模型的 BP 网络和传

统 BP网络误差曲线, 如图 4.
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图 4    正态分布模型与传统模型的误差对比

 

XOR异或问题的验证输出为表 2.
 

表 2     验证输出 Y
 

验证输入 X 传统模型输出 Y 改进模型输出 Y 标准输出 Y
0.1 0.2 0.1496 0.0122 0
0.15 0.9 0.8988 0.9499 1
1.1 0.01 0.9748 0.9934 1
0.88 1.03 0.0646 0.0161 0

 
 

从图 4、表 2可以看出, 基于正态分布模型改进后

的网络, 其误差是传统模型的 1/25, 误差明显降低, 且
验证结果更接近于标准输出.

分别比较不同学习率和不同训练次数之间的误差,
如表 3.

从大量实验可以看出, 基于正态分布模型的 BP网

络与传统 BP网络模型相比, 具有更小的误差或更快的

迭代速度. (带*为改进模型实验误差, 带**为传统模型

实验误差).
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表 3     不同学习率与训练次数的误差对比
 

训练次数 (次)
学习率

0.05 0.1 0.3 0.5

1000
0.4960* 0.4342* 0.0107* 0.0041*
0.5045** 0.5033** 0.5010** 0.4998**

5000
0.0167* 0.0041* 0.0009* 0.0005*
0.5014** 0.4998** 0.3725** 0.0308**

10 000
0.0049* 0.0015* 0.0004* 0.0002*
0.4998** 0.4919** 0.0162** 0.0049**

20 000
0.0015* 0.0007* 0.0002* 0.0001**
0.4919** 0.0958** 0.0035** 0.0015**

 
 

3.2   自适应学率模型与固定学习率模型对比

自适应学习率的倾斜参数 n 设为 3. 以权值变化作

为自适应学习率变化依据, 采用梯度下降法更新权值.

得隐含层自适应学习率变化曲线, 图 5所示.
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图 5    自适应性学习率的变化

 

可以看出, 学习率是随权值的变化而自适应变化,

每一轮迭代后, 权值变化不同, 导致学习率不同; 训练

后期, 权值变化减小, 学习率减小, 自适应学习率相应

减小.

对于固定学习率, 采用自适应学习率的算术平均

值: 0.4567, 将改进型自适应学习率与固定学习率训练

结果作对比, 如图 6.

XOR异或问题的验证输出为表 4.

可以看出, 自适应学习率模型的误差为固定学习

率模型的 1/2.2, 并且验证结果更接近标准 XOR 异或

问题.

3.3   自适应学习率的正态分布模型与固定学习率模型

对比

倾斜系数为 3, 可得自适应性学习率的变化与训练

次数之间的关系为图 7.

固定学习率采用自适应学习率的算术平均值 :

0.1459, 与带自适应学习率和正态分布模型的 BP神经

网络对比, 如图 8.
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图 6    误差对比

 
 

表 4     验证输出 Y
 

验证输入 X 传统模型输出 Y 改进模型输出 Y 标准输出 Y
0.1 0.2 0.1596 0.0480 0
0.15 0.9 0.8924 0.8317 1
1.1 0.01 0.9428 0.9729 1
0.88 1.03 0.0704 0.0498 0
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图 7    自适应学习率的变化
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图 8    误差对比
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XOR异或问题的验证输出为表 5.
 

表 5     验证输出 Y
 

验证输入 X 传统模型输出 Y 改进模型输出 Y 标准输出 Y
0.1 0.2 0.0992 0.0252 0
0.15 0.9 0.9286 0.8784 1
1.1 0.01 0.9681 0.9864 1
0.88 1.03 0.0401 0.0261 0

 
 

从图 8、 表 5可以看出, 改进 BP神经网络的误差

是传统模型的 1/55, 改进的 BP神经网络性能明显优于

传统模型.

4   结束语

本文提出基于权值变化的自适应学习率、结合梯

度上升法的正态分布模型, 提升 BP神经网络的运算效

率; 理论分析了提高收敛速度、降低误差的原理, 通过

仿真结果表明, 改进后的 BP 神经网络在提高收敛速

度、降低误差方面具有更好的成效.
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