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关于并发系统分支互模拟关系发散性保持的研究① 
廖文琪 1,2, 柳欣欣 1 
1(中国科学院 软件研究所计算机科学国家重点实验室, 北京 100190) 
2(中国科学院大学, 北京 100190) 

摘 要: 带发散性说明的分支互模拟是 van Glabbeek 和 Weijland 提出的一个概念, 并被用来定义等价关系 b . 该

等价关系应该是最弱的一个发散性保持的并且满足分支互模拟性质的等价关系. 然而在概念提出时并没有提供

这些重要性质的证明, 并且我们认为在原定义的基础上这个证明是不显然的. 本文通过 co-induction 的手段利用

染色迹的概念定义了着色完全迹等价, 并证明该等价关系是最弱的一个保持发散的并且满足分支互模拟性质的

等价关系. 然后我们证明了着色完全迹等价关系和 b 是相同的, 因而补充了 van Glabbeek 和 Weijland 的工作, 即

证明了 b 是最弱的一个保持发散的并且是满足分支互模拟性质的等价关系.  
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Abstract: The notion of branching bisimulation with explicit divergence was introduced by van Glabbeek and Weijland. 

It is used to define an equivalence relation b , which means to be the weakest equivalence with the property of 

branching bisimulation and divergence preservation. However, in that paper it only claims that b  is an equivalence 

with such properties without proofs, and as it turns out that the proving is not obvious. In this paper we introduce an 

equivalence relation called coloured complete trace equivalence, and prove that it is the weakest equivalence which has 

the property of branching bisimulation equivalence and is also divergence preserving. We then prove that the coloured 

complete trace equivalence coincides with b , thus supplementing the work of van Glabbeek and Weijland. 
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软件系统对社会的各个方面起着重要的作用. 很

多软件有着非常复杂的结构. 因而软件的生产需要理

论上的支持以构建可靠的软件系统[1]. 通过建立给定

程序以及程序的计算环境所组成的软件系统抽象模型

和程序的性质规约之间的某种等价关系比如互模拟是

验证程序正确性的有效方法[2,3].  

并发理论的基本问题是两个并发系统在什么时候

可以看作是相等. 在提出通信系统演算(CCS)[4]的时候, 

Robin Milner 就提出了所谓的观察等价, 之后 Park 在对

标号迁移系统的研究中采用 co-induction 的方式定义 

 

 

了互模拟等价关系[5], Park 不但给出了互模拟关系的

严格定义, 而且为证明互模拟等价关系提供了重要的

方法.  

在并发系统中, 发散性是一个重要的性质, 它通

常涉及的是一个进程有无穷多个内部动作, 不能同外

界环境交互. 对于一个等价关系  , 如果 P 和 Q 具有

P  Q 时, P 是发散的当且仅当 Q 也是发散的, 则称 

是发散性保持的[6]. 发散性是对进程内部性质的约束, 

涉及到程序的终止性和进程的前进属性, 因此利用等

价关系验证程序正确性时, 等价关系的发散性保持是  
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非常重要的性质.  

  互模拟等价关系是一种观察理论, 侧重于系统与

外部环境的交互, 着重研究的是可见的外部性质, 而

对内部动作进行抽象处理. 经过内部动作抽象出来的

互模拟等价关系常常不保持发散性, 需要添加额外的

约束. 分支互模拟(branching bisimulation)[7]是由 van 

Glabbeek 和 Weijlang 提出的一种进程等价关系. 研究

发现分支互模拟关系不是发散性保持的. 因此 van 

Glabbeek 和 Weijland 对分支互模拟作了额外约束, 提

出了带发散性说明的分支互模拟关系 (branching 

bisimulation with explicit divergence)[7]. 然而, 利用该

概念在证明相关性质时不够直接, 等价关系传递性上

的证明太过复杂[8]. 主要原因是:  

  ① 该概念不能用单个单调函数的不动点来表示;  

  ② 需要对无限运行序列的相关状态的发散性进

行分类讨论, 然后归纳证明.  

  为了解决上述问题, 我们首先使用 co-induction 思

想同时借用染色迹概念定义了着色完全迹等价关系

(coloured complete trace equivalence), 该等价关系能通

过一个单调函数的不动点刻画, 之后利用刻画函数的

最大不动点理论在概念的定义上证明其等价关系和发

散性保持性质, 最后我们说明着色完成迹等价和带发

散性说明的分支互模拟关系是相同的. 从新概念出发, 

利用不动点理论大大降低了证明的复杂程度.  

 

1 基本概念和符号说明 
  文章中主要涉及到如下几个概念: 标号迁移系统

(labeled transition systems), 着色(colouring), 带发散性

说明的分支互模拟关系(branching bisimulation with 

explicit divergence). 本文中在证明中对分支互模拟概

念没有细节上的涉及而是通过不同进程和系统状态有

同一颜色来体现其等价关系, 因此在这里就不给出定

义, 后文中作者提出的定义也在后续的证明中给出. 

我们所有的研究都是在标号迁移系统上进行的, 首先

给出标号迁移系统[1]的定义和一些符号说明.  

定义 1. 标号迁移系统(labeled transition systems): 

一个标号迁移系统是一个三元组 M=<S, A, →>, 其中 

① S 为状态集合;  

② A 为标号集合;  

③    SAS   是一个有标号的迁移关

系. 其中 是内部动作, 通常假设其不在集合 A 中, →

中 的 一 个 元 素  ts ,, 表 示 一 次 迁 移 , 记 为

ts    ;  

④ M 的一个有限运行系列是指由状态和动作交

替 组 成 的 非 空 有 限 迁 移 系 列 , 记 为

nnn ssss 111100    , 其 中 first(  )= 0s , 

last(  )= ns , length(  ) =n; 

⑤ M 的一个无限运行系列是指由状态和动作交

替组成的非空无限迁移系列, 记为 1100  ss 其

中 first(  )= 0s .  

一般情况下, 我们可以通过连接已有的运行系列, 

状态和动作形成新的运行系列.  

存在多步 迁移时, 可以通过一些标准符号进行

简略表示: ,ss  表示存在一个以 ,,ss 分别作为起

始状态和结束状态的有穷运行系列, 其中所有的动作

均为 .  

结束了对标号迁移系统的定义和相关符号的说明

之后, 接下来给出 van Glabbeek 在刻画发散性保持性

质中使用到的染色迹概念[8], 从定义着色(Colouring)

开始.  

定义 2. 着色(Colouring): M=<S, A, →>是一个标

号迁移系统(LTS), M 的着色是一个在状态集合 S 上的

等价关系; 给定一个着色C 和一个状态 Ss  , s 的一

个颜色  sC 是一个包含 s 的等价类. 其中 

① 一个C -coloured 运行是指由颜色和动作交替

组成的一个非空有限系列, 以一种颜色起始, 终止于

一种颜色;  

② 一个着色C 导出一个从 M 的有限运行系列集

合到C -coloured 运行系列集合的映射, 记为Ĉ , 在运

行系列长度上的归纳定义如下:  

   sCC ˆ , 当 s ;  

      CsCsC ˆˆ  , 当   ;  

      CsCsC ˆˆ  , 当     firstCsC  ;  

    CsC ˆˆ  , 当     firstCsC  .  

记  Ĉ 为有限运行系列 的C -coloured 运行系

列; 

③ ρ 是标号迁移系统 M 的一个无限运行系列, 

 C~ 为 ρ的所有有限运行前缀的C -coloured 运行系列

组成的集合, 记为  C~ ={  ,ˆC | , 为 ρ 的一个有限运

行前缀};  

④ 对 Ss  , 称 s 关于着色C 发散, 若存在一个

以 s 为起始状态的无限运行系列 ρ且  C~ ={  sC }, 记
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为 Cs  ; 我们称 ρ 是一个发散运行系列, 当 ρ 中所有

的动作均为 且 ρ所有的状态均为颜色  sC 时.  

引理  1.  M=<S, A, →>是一个标号迁移系统

(LTS), C 为 M 的一个着色, ρ是一个有穷运行.  

① 对 Ss  , 若  Ĉ =  sC , 则 ρ中的所有动作均

为 且 ρ所有状态的颜色为  sC ; 

②  对 Stt ,, , 若  Ĉ =    ,tCtC  , 则存在

nkk ssss   10  且 i=0,…,k-1 时有  isC = 

 tC , i=k,…,n 时有  isC =  ,tC .  

证明: 使用归纳法证明, 在 ρ 长度上进行归纳证

明可完成①的证明. 在证明①为真的基础上, ρ长度上

进行归纳证明可得到②.  

在完成对基本概念的准备和记号的说明后, 我们

给出 van Glabbeek 提出的带发散性说明的分支互模拟

关系[7].  

定义 3. 带发散性说明的分支互模拟关系(branching 

bisimultiaon with explicit divergence): M=<S, A, →>是

一个标号迁移系统(LTS), C 为 M 的一个着色.  

①  着色 C 是一致的 (consistent), 如果对任意

 sC =  tC , 其中 Sts , , 若存在一个以 s 为起始的有

穷运行系列 , 则必然存在一个以 t 为起始的有穷运

行 ρ且有  Ĉ =  Ĉ ;  

②  着 色 C 是 发 散 性 保 持 的 (divergence 

preserving), 如果对任意  sC =  tC , 其中 Sts , , 若

Cs  , 则 Ct  .  

对 Sts , , 如果存在一个一致的且是发散性保

持的着色C , 使得  sC =  tC , 则称 s和 t是带发散性说

明的分支互模拟等价关系, 记为 s b t.  

我们希望定义 4 给出的关系是一个等价关系, 并

且具有分支互模拟性质, 并且是保持发散性, 并且是

具备所有以上性质的最弱的那个等价关系. 但在概念

提出时[7]并没有提供这些事实的证明, 后续的研究[8]

也只有部分证明(证明了它是一种等价关系). 在下面

章节中, 我们将定义一个等价关系, 并且证明这个等

价关系具有上述性质, 最后证明这个等价关系和定义

4 给出的是相同的. 

 

2 概念的提出及性质证明 
2.1 染色迹完全等价 

  本节我们将定义一个新的等价关系, 该等价关系

利用染色迹(colour trace)概念使用 co-induction 的方式

完成对一致性和发散性保持的刻画, 定义着色完全迹

等价关系, 并证明这个关系是最弱的同时发散性保持

和分支互模拟性质的等价关系.  

定义 4. 着色完全迹等价关系(coloured complete 

trace equivalence): M=<S ,A, →>是一个标号迁移系统

(LTS), C 为 M 的一个着色 . C 是完全迹一致的

(complete trace consistent), 如果对任意  sC =  tC , 其

中 Sts , , 蕴含着 

① 若存在一个以 s 为起始的有穷运行系列 , 则

必然存在一个以 t 为起始的有穷运行 ρ 且有  Ĉ = 

 Ĉ ;  

② 若存在一个以 s 为起始的无穷运行系列 , 则

必然存在一个以 t 为起始的无穷运行 ρ 且有  C~ = 

 C~ .  

对 Sts , , 如存在一个完全迹一致的着色C , 使

得  sC =  tC , 则称 s和 t是着色完全迹等价关系, 记为

s cc t.  

2.2 cc 的性质说明 

为帮助完成对 cc 性质的研究, 引入函数 , 其定

义如下:  

定义 5. M=<S, A, →>是一个标号迁移系统(LTS), 

C 为 M 的一个着色. 函数 (C )是定义在状态集合 S 上

的二元关系, 对 Sts , ,    Cts , 当且仅当满足

下列两个性质:  

①  {  Ĉ |  是以 s 为起始的有限运行系

列}={  Ĉ |ρ是以 t 为起始的有限运行系列};  

②  {  C~ |  是以 s 为起始的无限运行系

列}={  C~ |  是以 t 为起始的无限运行系列}.  

引理 2.  

①  C 是一个在状态集合 S 上等价关系.  

② C 是完全迹一致的当且仅当{  ts, | Sts , , 

 sC =  tC }  C 成立 

③ 函数 是一个关于 M 的着色集合的单调函数 

证明: 引理中①和②的证明可以在定义4和定义5

中直接推导获得. ③的证明可以转化为证明: 存在在

状态集合 S 上的两个等价关系 1 , 2 且有 1  2 , 则

有 ( 1 )  ( 2 ). 该单调性的证明从函数 定义出发

不难获得.  

上述引理给出了函数 的性质, 是着色完全迹等

价关系 cc 的一个刻画, 完成对函数 性质说明后, 接

下来对 cc 的性质进行阐述.  
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定理 1. M=<S, A, →>是一个标号迁移系统(LTS), 

则 cc 是在状态集合 S 上的等价关系, 同时 cc 是一个

完全迹一致的着色并且是M中完全迹一致着色刻画的

等价关系中最粗粒度的那个.  

证明: 令   Iii  为在状态集合 S 上的等价关系的

集合, 根据集合知识我们可以得到下面几个事实:  

①  Iii  | 是在集合 S 上的等价关系;  

② 对所有 Ii  ,    Iii| i 均成立;  

③ 如果 是状态集合 S 上的等价关系且对所有

Ii  , 均有   i , 则    Iii  | ;  

④    *| Iii  是  Iii  | 的传递闭包 , 

同时也是一个在集合 S 上的等价关系;  

⑤ i    *| Iii  对所有 Ii  成立;  

⑥ 如果 是在状态集合S上的等价关系并且对所

有 Ii  均有 i   , 则有   *| Iii    .  

令  为状态集合 S 上的等价关系的集合, 则由上

述事实可知  的任意子集在关系中既有最大下确界

也有最小上确界, 因此  , 是一个完全格. 又由引理

2 可知函数 是在该完全格中的单调函数 , 则根据

Knaster-Tarski 不动点理论[9]可知函数 有最大不动点

  FIX , 该不动点有如下性质:  

①  FIX = (  FIX ); 

② 对任意    , 当   (  )时, 有    FIX . 

由引理 2 可知 ,  是完全迹一致的当且仅当

  (  ). 根据上述不动点性质可知  FIX 是一个完

全迹一致的着色, 并且是标号迁移系统 M 中所有完全

迹一致的着色刻画的等价关系中最弱的那个. 因此欲

证定理 1 成立 , 只需要证明 cc =  FIX . 对任意

 ts,   FIX , 因为  FIX 是完全迹一致的, 所以有

s cc t, 从而  FIX  cc ; s cc t, 则存在完全迹一致的

等价关系  , 使得 s  t, 根据引理 2 可得   (  ), 因

此 有    FIX , 故  ts,   FIX , 从 而

cc   FIX . 即有 cc =  FIX 得证.  

综上所得定理 1 得证.  

定理1的证明应用到了Knaster-Tarski不动点理论, 

证明了 cc 是一个单调函数 刻画的最大不动点. 这使

得定理 1 的证明清晰而且规整. 相比较而言, b 因为

不能由单个单调函数的最大不动点进行刻画获得, 使

得等价关系的证明不明显, 性质的说明也不充分. 接

下来通过一个例子来对刻画 b 的函数的单调性加以

说明.  

同样, 我们需引入一个在  上的函数 , 定义如

下:  

 是状态集合 S 上的一个二元等价关系,  ts,  

  (  )当且仅当对  ts,  SS  , 满足下面两个条

件:  

①  {  Ĉ |  是以 s 为起始的有限运行系

列}={  Ĉ |  是以 t 为起始的有限运行系列};  

② Cs  当且仅当 Ct  .  

文献[8]对 b 的性质进行了说明, 并证明了其为

一个等价性关系, 且具有发散性保持的性质, 这些结

论不是通过对函数应用 Knaster-Tarski 定理得到的, 

因为函数不具有单调性, 下面我们给出一个反例(如

图 1 所示) . 

 
图 1 函数单调性反例 

 

1 和 2 是定义在状态集合 S 上的等价关系且有

1  2 ,  其中有 p 1 q , ,p 1
,q , 且 p 和 ,p , q 和

,q 不具有关系 1 ; p ,q , ,p , ,q 之间均有关系 2 ; 根据

定义可知 p 和q 在 1 中均不发散, 有  qp,   ( 1 ); 

但 p 在 2 中 不 发 散 , q 在 2 中 发 散 , 有

 qp, ( 2 ), 故不具有单调性.  

定理 2. 如果二元等价关系 是完全迹一致的着

色, 则 是发散性保持的.  

证明: 是一个完全迹一致的着色, 则可假设 s  t

且有 Cs  ; 根据发散的定义, 则存在一个以 s 为起始

的无限运行系列 且  C~ =   sC  ; 又  是一个完全

迹一致的着色, 故存在一个以 t 为起始的无限运行系

列  且  C~ =  C~ =   sC  , 又因为 s  t, 所以

 sC  =  tC  , 进而得到  C~ =  sC  , 即 Ct  ; 所以 

是发散性保持的.  

推论 1. cc 是发散性保持的.  

证明: 由定理 1 可知 cc 是一个完全迹一致的着

色, 结合定理 2 可知 cc 是发散性保持的.  
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至此, 我们对 cc 的性质进行了全面的说明, 证明

了 cc 是一个等价关系, 当着色时使用的是分支互模

拟关系时, cc 是分支互模拟等价关系, 具有发散性保

持的特性, 同时也是具备所有以上性质的最弱的那个

等价关系.  

2.3 cc 和 b 关系 

由上节对 cc 性质的描述我们知道, cc 是最粗粒

度的具有发散性保持的分支互模拟等价关系. b 同样

是最弱的带发散性保持的分支互模拟等价关系[7-8]. 那

么 b 和 cc 之间的有什么关系, 本节将对其进行完整

的阐述.  

定理 3. M=<S, A, →>是一个标号迁移系统(LTS), 

是在状态集合 S 上的二元等价关系, 则   (  )当

且仅当 是一致的且是发散性保持的.  

证明:  

①  : 当   (  )时,  是一致的且是发散性

保持的.   (  ), 由引理 2 可知 是完全迹一致的, 

根据定义 3 中的第一个条件可知 是一致的, 同时运

用定理 2 可知 是发散性保持的,  方向得证.  

②  : 当  是一致的且是发散性保持的时, 有

  (  ).  是一致的, 根据一致性的定义(定义 3), 

结合定义 4 可得在有限运行系列中 是完全迹一致, 

故可根据引理 2 得   (  ). 在无限运行系列中, 

是发散性保持的. 假设  ts,  SS  且有 s  t, 一个以

s 为起始的无穷运行系列  kkk ssss  1110  , 则

存在一个以 t 为起始的无穷运行系列  且有

 C~ =  C~ . 此时需要分两种情况讨论: 第一种情况

是 只存在一种颜色, 此时可以假设存在状态 ms 将

分隔成两段一段是 msss 1101   和一段从 ms 起始

的发散系列, 因为 是一致的所以可以在 ρ 找到相应

的一段有限运行系列 1 , 使得  1ˆ C =  1ˆ C , 且有

last( 1 )= ,t , ,t  ms , 又  是发散性保持的, 故 ,t 也是

发散的, 在这种情况下  是由 1 这个有限运行系列和

以 ,t 开始的发散系列连接而成. 第二种情况是存在

k   或者 1ks  ks , 此时  这一无穷运行系列的

C -coloured 运行有多个颜色,  被分割成多个有限系

列 i , 根据  的一致性可以找到相应的 i , 使得

 iC 
ˆ =  iC 

ˆ , 最后连接所有的 i 得到所需的从 t 起

始的无穷运行系列  . 完成上述论述后能保证在无穷

运行系列中的有穷子系列同样也是一致的, 进而证明

了 是染色迹完全一致的, 有   (  ).  

上述定理告诉我们定义 3 和定义 4 中获得的两个

关系的条件是相同的, 得到的等价应该也是相同的, 

即 b = cc , 将在定理 4 中给出完善的证明. 这不禁让

人疑问: 两个定义给定的条件是可以互推得到的, 关

系也是相同的, 为什么刻画该关系的函数会在单调性

上有不同的表现. 比较两个定义的条件发现, 两种定

义都分为两个部分, 第一部分是对有限运行系列的一

致性的要求, 两种定义此部分完全相同, 区别在第二

部分对无限系列的发散性保持上的约束. 定义 3 只对

无限系列相关状态的发散性保持做了要求, 对其有限

子系列的一致性并没有说明, 而定义 4 对无穷运行系

列中的相关状态的发散性和一致性都给出了明确的说

明. 从这个角度上看定义 4的条件比定义 3更强, 这个

说法没有问题, 但事实是对发散性保持的说明本身其

实蕴含着从相关状态起始的无限系列的有限子系列具

有一致性, 但需要进一步的说明. 定义 4 不能使用单

个单调函数进行刻画获得最大不动点性质, 但使用两

个函数可以完成对其该性质的阐述.  

定理 4. M=<S, A, →>是一个标号迁移系统(LTS). 

则 

① b = cc ;  

② b 是在状态集合 S 上的二元等价关系, 同时
b 具有一致性和发散性保持特性, 并且 b 是标号迁

移系统 M 中最弱的带发散性保持的等价关系.  

证明:  

① 由定理 2 可知 cc 是发散性保持的, 并且是一

致的, 根据定义 3, 有 cc  b ; 任意 ts,  S, 如果

s b t , 则存在一个等价关系  ,  是一致的并且是

发散性保持的且有s  t , 由定理 3 可知   (  ), 运

用引理 2 可知  是完全迹一致的 , 故s cc t , 即
b  cc ; 综上 b  = cc .  

② 由定理 1 可知 cc 是在状态集合 S 上的等价关

系, 由于 b = cc , 所以 b 也是在状态集合 S 上的等价

关系, 同时在定理 8 中我们对 cc 的最弱等价性进行了

证明, 同样也可以迁移到 b 上. 

 

3 结语 
  分支互模拟关系发散性保持的研究对并发系统理

论发展和并发程序的验证具有重要的意义. 尽管 van 

Glabbeek 等提出了带发散性说明的分支互模拟概念并

对其性质进行了一定的说明, 但我们提出了着色完全
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迹等价关系对分支互模拟关系的发散性保持问题进行

了研究, 从另一个角度证明了带发散性说明的分支互

模拟概念的性质, 完善了其工作. 本文的研究有以下

贡献和创新性:  

  ① 使用 co-induction 方式定义了着色完全迹等价

关系, 并证明了其为最弱的发散性保持的分支互模拟

等价关系.  

  ② 对刻画带发散性说明的分支互模拟关系的函

数的单调性进行了说明.  

  ③ 建立了着色完全迹等价关系和带发散性说明

的分支互模拟等价关系之间的联系, 完善带发散性说

明的分支互模拟关系的研究工作.  

  ④ 研究了发散性保持的分支互模拟等价关系, 

为应用该关系验证程序的正确性提供帮助.  
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