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PUMA 机器人运动学逆解新算法① 
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摘 要: 6R 串联机器人的逆解求解复杂, 使用传统的 D-H 算法求解该问题计算量大且无法避免奇异点. 将 PUMA

机器人的逆运动学的求解分为位置求解和姿态求解两个过程. 首先使用D-H方法进行位置求解得到关节角 1 2 3, ,   , 

然后使用单位四元数的方法求解出 4 5 6, ,   . 最后, 在 PUMA 机器上进行验证, 新的方法能够正确求解出所有解析

解. 对比新方法、D-H 方法和倍四元数的方法, 新方法较 D-H 方法速度提高了 15%左右.   
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Application of Double Quaternion in the Inverse Kinematics of 6R Serial Robots 
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Abstract: The inverse kinematics of a general 6R serial robots has much difficulty to be solved.The method using 

traditional D-H need amount of computations and exists singular solution. Inverse kinematics of puma robot decomposes 

into position solution and pose solution. Firstly we use D-H method to solve 1 2 3, ,   , then use the unit quaternion to 

solve 4 5 6, ,   . At last we verify the new method in the robot of puma and new method can solve the inverse kinematics 

correctly. Compared with D-H method and double quaternion method, the new method has much increase about 15% in 

speed than D-H method.  
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机器人逆运动学是机器人路径规划和控制的基础. 

国内外的研究人员采用了很多方法求解该问题. 逆运

动学就是已知末端执行器的位姿, 求解相应的关节变

量的过程[1]. Denavit 和 Hartenberg[2]在 1955 年提出了

D-H 运动学模型, 它是目前最常用到的运动学模型. 

当相邻关节平行或接近平行时, D-H 模型存在奇异解

的情况. Hayati[3]在 D-H 模型的基础上引入了特定坐标

变换, 很好的解决了 D-H 模型的奇异问题. Stone 等在

D-H 模型基础上添加了两个参数提出了 S 模型 . 

Zhuang 等[4]提出了 CPC(complete and parametrically 

continuous)模型, 随后又提出了 MCPC(Modified CPC)

模型, 给出了相对于末端坐标系的误差模型. 但是, 这 

 

 

些方法都涉及到大量的矩阵运算, 计算复杂而且存在

奇异性的问题, 不能满足实时在线控制的需求.  

  近年来许多研究人员采用单位四元数[4-6]、对偶四

元素[7-9]和倍四元数[10,11]等旋转理论建立机器人的运动

学方程求解问题. 如倪振松等[12]提出了一种四元数矩

阵和对偶四元数矩阵的新方法, 张忠海等[13]结合四元

数和D-H方法提出了包含D-H参数的四元数变换通用

方程式. 基于旋场理论解决机器人逆运动学是最近研

究的热点, 虽然已经有一些方法提出并得到了实际应

用. 但是仍有很多的问题需要解决, 比如模型复杂度

高、计算量大、求解困难等.  

针对上述问题, 本文提出了结合传统 D-H 和单位 
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四元数求解机器人逆运动学新的方法. 该方法将机器

人逆运动学的求解过程分为位置求解和姿态求解, 分

别使用 D-H 方法和单位四元数方法求解. 仿真表明, 

该方法较 D-H 的方法速度有很大的提高.  

 

1  PUMA机器人运动学模型建立 
  PUMA 机器人的机械手臂构成一个开式运动链. 

它由一系列连杆通过转动关节串联而成, 关节的相对

转动带动连杆运动. 如图1建立连体坐标系, 根据D-H

方法建立运动学方程式(1),其 D-H 参数见表 1.  
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图 1  PUMA 机器人连体坐标系 

 

表 1  PUMA 机器人 D-H 参数 

关节 i   
关节角 

i  

扭转角 

1i    

连杆长度 

1ia    

连杆偏移量 

id   
关节范围

1 90 -90 0 0 -160～160

2 0 0 i   2d   -225～45 

3 90 90 0 0 -45～225 

4 0 -90 0 4d   -110～170

5 0 90 0 0 -100～100

6 0 0 0 6d   -226～226

注: 角度的单位是度, 长度的单位是毫米 

 

2  基于单位四元数的运动学模型 
2.1 单位四元数及速度比较 

  在坐标系变换中经常采用单位四元数描述两个坐

标系之间的旋转关系, 单位四元数可以表示成:  

[ , , , ]q s v s xi yj zk s x y z      
r

    (3) 

其 中 , 2 2 2 2 1s x y z    . 有 两 个 四 元 数

1 1 1 1 2 2[ , ], [ , ]q s v q s v 
r r

.  

若存在旋转矩阵 R, 表示为:  
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R 可以映射为一个单位四元数 [ , , , ]q s x y z   , 
其中 
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使用 C 语言上分别对旋转矩阵和四元数乘法运算

的速度和求逆运算速度进行比较, 分别得到四个组合

的 10 组数据, 如图 2 所示.  

 
图 2  四元数和旋转运动乘法和求逆运算速度比较 

 

对比旋转矩阵和四元数的乘法运算和求逆运算, 发

现逆运算效率明显低于乘法运算. 四元数的乘法运算速

度快于旋转矩阵, 时间上提高了近 2 倍, 逆运算提高了

60%因此, 可以得到使用四元数表示旋转的效率比旋转

矩阵要高, 乘法运算和求逆运算越多体现的就越明显.  

2.2 单位四元数的运动学模型 

iQ 表示第 i 次旋转的单位四元数表示, 将公式(2)

中的旋转矩阵使用单位四元数表示后得到机器人的运

动学方程:  

1 2 3... nT Q Q Q Q                (5) 

iQ 可以由公式(1)和公式(4F)联合得出.  
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3  PUMA逆运动求解新算法  
  文献[15]提出了对于一些位置和姿态解耦的机器

人可将串联机器人的运动链拆分成位移运动和旋转运

动两部分分别求解的假设. 本文采用 D-H 和单位四元

数相结合的方法将 6R 机器人的逆运动学分解成位置

求解和姿态求解两个过程, 分别求解出对应的关节角.  

3.1 位置求解 

  由公式(1)得到 
1

1 2 3 4 5 6A T A A A A A               (6) 

将公式(6)等式两端展开, 得到式(7)和(8).  
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式(7)和(8)的第四列分别表示初始位置和末端位

置, 由两公式可以看出末端位置只跟 1 2 3, ,   有关. 利

用式(7)和(8)第四列第二行的元素相等, 得到式(9).  

1 1 2sin cosx yp p d              (9) 

利用三角函数公式得到式(10).  
2 2 2

1 2 2arctan 2( , ) arctan 2( , )y x x yp p d p p d       (10) 

其中 arctan( , ) arctan( )
y

x y
x

 . 由式(7)和(8)中第四

列前三列元素对应相等得到式(11).  
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对上式取平方和, 有 

3 4 3 3sin cosd a k                 (12) 

其中 ,  
2 2 2 2 2 2 2

2 3 2 4

22
x y zp p p a a d d

k
a

     
 , 根据 1 的

求法可以求得 3 的两个解.  

2 2 2
3 3 4 3 4arctan 2( , ) arctan 2( , )a d k a d k       (13) 

由式(11)第 1 个和第 3 个等式联立, 最终可以得到

2 的解:  

2 3 2 3 1 1 2 3 4
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arctan2([( cos ) (cos sin )( sin ),

( sin ) (cos sin )( cos )]

z x y

z x y
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d a p p p a a

    

    

     

      
 (14) 

3.2 姿态求解 

3.1 节的位置求解已经求解出了 1 2 3, ,   . 采用单

位四元数表示机器人姿态后, 机器人逆运动学可以描

述为, 已知末端执行器的位姿 ( , , , )A s x y z , 求解关

节变量 4 5 6, ,   . 构造一对四元数:  

1 6... , ( 4,5,6)i i iM Q Q Q i         (15) 
1

1 , ( 3,4,5)j j jN Q N j
          (16) 

计算出 iM 和 iN 后, 令 1 1 2 2 6 6, ,....,M N A M N M N   

比较对应的元素结合位置求解中求出的 1 2 3, ,   可以

求解出 4 5 6, ,   .  

根据表 1 和式(14)可以将关节变换矩阵映射成单

位四元数, 分别为:  
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式(15)和(16)得:  
1 1 1

3 2 1 4 5 6Q Q Q A Q Q Q                  (18) 

将式(18)等式两段展开, 可以得到式(19)和(20).  
1 1 1

3 2 1 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )s x y zQ Q Q A f f f f                  (19) 

4 5 6 2 4 5 6 2 4 5 6 2 4 5 6 2 4 5 6( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )s x y zQQQ f f f f               (20) 

式(19)和(20)四元数对应的项相等得到方程组式

(25).  

2 4 5 6 1 1 2 3

2 4 5 6 1 1 2 3

2 4 5 6 1 1 2 3

2 4 5 6 1 1 2 3

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

s s

x s

y y

z z

f f

f f

f f

f f

     
     
     
     


 
 
 

           (21) 

将位置求解中求得的 1 2 3, ,   带入式(21), 联立方程组

可以求出对应的 4 5 6, ,   .   

 

4  验证  
  这里采用文献[16]的数据对方法的正确性进行验

证. 首先在在 MATLAB R2010b 上计算出 8 组解析解, 

然后在 PUMA 上对这 8 组解进行验证. 6R 机器人的结

构参数和位置参数为:  

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 6
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, , , , ,
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d d d d d d
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  首先使用 D-H 的方法进行位置求解, 然后使用单
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位四元数的方法进行姿态求解. 最终得到 8 组解析解. 

将得到的 8 组解析解在 PUMA 机器人上进行验证, 最

终都能够到达相同的末端位姿.  

  使用 Matlab robotics 分别使用 D-H 方法, 倍四元

数的方法和本文提出的新方法对关节范围内 10 组关

节角进行求逆运算. 为了计算结果更精确, 每组逆运

动迭代 100 次然后求得平均值作为最终结果. 在 Intel 

Core i7-4710MQ 主频 2.5GHzCPU 和 8GB 内存的电脑

上得到的结果如图 2 所示.  

 
图 2  新方法与 D-H 法、倍四元数法计算速度比较 

 

从图 2 可以看出新方法较 D-H 方法和倍四元数的

方法速度有很大程度的提高. D-H 方法、倍四元数的方

法和新方法依次平均耗时分别为 1.77s、1.57s、1.50s. 

新方法比 D-H 方法逆运动的计算速度提高了 15.2%, 

倍四元数方法比 D-H 方法提高了 11%左右. 从图中还

可以发现新方法比 D-H 方法更鲁棒, 更因此, 新方法

有很好的应用价值.  

 

5  结论 
  采用 D-H 法和单位四元数相结合的新方法将

PUMA 机器人的逆运动学问题分解成位置求解和姿态

求解, 首先使用 D-H 方法进行位置求解得到关节角 , 

然后使用单位四元数的方法求解出 . 最后, 在 PUMA

机器上进行验证, 新的方法能够正确求解出所有解析

解. 对比新方法、D-H 方法和倍四元数的方法, 新方法

求解速度有很大的提高.  

  反解的方法在机器人仿真运动中得到了验证, 可

以应用于机器人运动学参数的标定与补偿中. 同时使

用单位四元数描述空间的旋转计算简单且不会出现奇

异的情况.  
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